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li!athematisch_e ~rppleznen uit de practi~k. 
,e Voordracht op 4 October 1951 
te A K S T E R D A M 
l~ tft""J,i_ p~ Ai. ~~..lha-i,.,. • 
Ma.the:ma.tis,che t:~eorie van lamina.ire grenslaag~tx:omin5. 
- 1. !~!!~!B!l-~!-SE~~~Y~EJ~!!J~~a!£~• 
De stroming van een viscouze, onswnenarukbare vloeiatof wordt be-
schreven door de be1rende vorgelijkingen van Na.vier-Stokes, die ontstaan 
door voor een volumeelementje de voorwaarden op te stellen, dat de massa-
krachten evenwicht maken met de druk- en viscositeitskraoht0n. 
Voor een stationnaire beweging in twee dimensies zijn zij in recht-
hoekigo coordinaten 
f (uux+vu.y)= - P:x:+ r (u:x::x:+uyy) 
v(uy +vv )= -P + fi(v +v ) 
.J X y y xx.yy 
Sam.en met de continuiteitsvergelijking 
ux+v-,=0 




In hu.n algemene vorm zijn de vergelijkingen eohter zeer moeilijk te 
behandelcn. De weinige exacte oplossingen, die bekend zijn, kunnen welis-
waar van mathematisch standvunt interessante· resultaten levcrcn, zij heb-
ben echter vrijwel steeds betrGkking op gevallen, die in de practijk 
niet voo1·ko:m.on. Het is dus van hct grootsto belang oplossingsmethoden te 
zoeken, ~oor de gcvallen die wel interessant zijn. Indien wij ons be-
pcrken t0t vloeistoffon met zccr kleine inwondigc wrijving, zoals water 
en lucht'. dan is door Prandtl in 1904 een vereenvoudigd stel vergelijkin-
gen aa.necc:even, die veel beter voor bcrekening toege.nkelijk zijn. 
Pranc1tl merkt op, dat indien r zeor klein is, de invloed van de 
viacositeitstermen in de vergelijkingen zeer klein zal zijn, zola.ng de 
gradient van de snelheid (of liove:r de tweodo orde differentiaalquotien-
ten) klcin blijft. Dit is echter zeker niet het geval in de directe n.a-
bijheid van een wand, wa~..r een vloeistof met grote snelheid langs str 
tmm.ers a.an de wand is de snelheid nul. De viscositeitaeffecten blijven 
beperkt tot cen dunn& laag, waar de snelheid snal a.angroeit. 
fcneinde de vers~hijnsclen in deze .:J 
dunne laag (grenslaag) 4uidclijk 
ziohtba.ar te aaken, voort hij nieuwe 




'} I = 1,/ , 5 ~ x ft 
waa.r ~ cen kleine lengte~groothcid ~-•·- .~. 
is en 1 een zekere standaardlcngte 
(b.v. de lengte van de plaat). 
De vergeli jkil'lgen worden nu i -~- -4 
II t'"~i + f"-1. - fl l;. v(,(~t~-'- f ''·,~/, <4> 
t"' v1 • f '7 • - j.f h .v If, •n · f. ""J"}I. <s> 
_tc,. ... ~ v :{I (6) 
,it ., t•,, . 
wa.a.rbij V = f'; ! de kinematische viscosi toi t is. 
Voor doze vergelijking zoelcen wij cen asymptot1sche opl~ssing door 
te stellen 
u , ti/' ". ( f. '1) -1 ; "J f, ., J -1. I \~Ji, ., J ~ . . . } 
,ii--. o.t; { v. (1, '>JJ + t ..,, 11, ,r 11..,,, n, 11; ... -• 1 (7) (8) 
Do snelhcidsgrootheden u0 ,u •••• ,v0 ,v1,•.:..:• sijn hior dim.onsielooe go-
maakt met een zekere standaardsnelheid\~bijv. de aankomende snolheid). 
Om toch reeds voor u0 en v0 de invloed van de visccuze term.en te 
-4P1ehouden, kiezen wij nu a zo, dat ~.,_ ==1 is. 
· Dan worden de stelscls vergclijkintfe'n voor u0 ,v0 , •••• gevonden door na. 
substitutie in {4) •••. (6) ov~reonkomstige :machten van o' gelijk te stel-
len. 
De term.en van de nulde gra.ad lovcren f lJ. 0 t(0 } + V,, "•, :: - 'J,. + IA. "J'>J tJ : - ,, 
,. 




Vrijwol steeds beperkt men zich tot deze cerate benadering. Om. een idee 
te goven van de orde van grootte van de verwaarlozing, ~erken wij op, dat 
• v:r: ~ 7·:: u t 
nn dat IJf, het bckende getal van Raynolds is. 
Voor lucht is V =0,15 01112/sec., zode.t voor cen plaat van· 40 cm. 
J.engte en een windanelheid van 80 •/sec. 
Re- u.( _ 80.00.!0 c...a n 10' 
.... 7 - 0 11, 1,. r"l:I' C<t • 
cnl f\J 0,001. 
· De verwaal"loaing i.s dus in di t geval in de practijk toolaa.1be.ar. 
• 
J .. 
Uit (10) volgt het bolangrijk:e fcit, dat de druk in de grcnsla.ag 
onafhankclijk :is van de hoogto, zodat wij in (9) het partiele diffaren-
tiaalquotirmt naar f door een gowoon diffcrentiaalquoticnt mogen ver-
vangon. 
Verd.er gcldt voor da vrijo stroming, waar de viscositeit to verwaa.r-
loeen is de wet van Bernoulli 
½ f u2+p=const (12) 
o:f'wel 
(13) 
InMon wij nn wett1r tcruggaan naar de wer:r:elijkc: snclhcden krijg0n 
wij dus de vergelijkingcn 




waarbij de 11 da.kjcs11 bovon de snolhcdcn aonduiden dat hier de bcnadering 
bcdocld wordt. 
De randvoo:rwa.arden dio hierbij gcstcld wordon, zijn, dat voor y-=0 
u~, V=O is, torwijl bij steeds a.angroeiende y de snelhcid u tot de snel-
.b:e;iti in do vrije stroming m.oct aa.ngrocien. 
2 • lli;_.§:E!:2!!!!!!.5_1:~E:~!!_£.s:!!_!!~!f £_:e1~~! · 
De verkregen vcrgelijkingcn zijn echtor nog geenszins ccnvoudig. 
Men moet in werk:clijk voorkomcndo gcvallen zijn toevlucht ncnnen tot 
1,numcrickc methoden, hetgocn echtcr nog steeds mot vrij grote moeilijk-
hodcn gcpaard gaat. 
In hot cenvoudigo goval, ua-t in do vrije stroming goen drukgradiont 
hecrst, dus voor de stroming langs oun vlakke :plaat, hecft Blasius een 
exacte o~lossing gegeven. 
In da.t geval zijn de vcrgclijkingen 
uux +vuy= ,J uyy: 
ux+vy ::::0. 





Allercerst merkcn wij op, dat door het ontb:rak-en van een snelh.eids-· 
gradient in de vrije stroming a.lle doorsneden in zekcre zin aequ.ivalont 
zijn, d.w.z. er m.oet 0en zeltere golijkvormigheid tu.assn de sn.olheids-
profiolon oostaan. 
Ort:i, doze te vinden, voerc11 wij eerst een stroomfunctie fin door 
op grond van (2) ta stellen 
</Y, v;;:: - </ x. u.:::: t/ voldoon a.an 
~ 1,, - y,, 1'1';J = 
Vana.f van de grenslaag steeds diklcer worden. 
Ken zal dus verwaehten, dat t 






.. J waarbij functie van xis, die 
( 0 grcnslaagdiktc :, ) 
_.,_, ______________ _ 
:mot :x aa:n~roeit 
on y=Y/l;; . 
';/ l?J f "' ju. dy= h / u fsJ ,I$ ~ rJ U f fl;}, 
en verdar wordt 1 ° ""_,J:- 1 1 v (!' 1 , J 
Dan is 
<I~ ~ u.(t I ~ ,; 0 j YI: . I - nr/ IA. • 
rl¥ :: (Af I 
Yfx. u tt';- F,~-r~;'+ f ;;;J'+ t1;;'). 
f:/'f ~ f J~r~ 
Y. 'K J : - ?J i· I/ d u. 
d T "f 
i ':I ':! '::J :: (411:1 · ff 
zodat vcrgelijking wordt ,,, 
Uf-/11;''t 1 -4(j-,;'J.{J, J,v h:,, 
Indien wij dus ~ zo ala funct.ie van x ku.nnen bepalen, dat 
II 0 1 \} 
tA. f ~ ii 
(5) 
(6) 
op eon constante fact-or na, vorkrijgen wij een ve::rgclijking van g a.ls 
fu.nctio van y alleen .. 
Riera.an voldoet . . . V· - l/ 5 ;; J. ·~ )( Ii 
on de vorgclijking van g wordt tonslotte 





Blasius hc0ft nu bovcnstaa.ndo niet lineaire vergelijking door een macht-
re6ks opgelost .. Door daarin (.;,,.:n constante vrij te laten en a.ante pa.ssen 
aan eon asynrptotische ontwi\: :cling. die bij de randvoorwaardc in het 
oneindige bchoord0, vcrkrt.:eg hij o;:;n zccr nauwkeurige oplossing .. 
Vccl later is door Hon1nnn ~.7eyl aG.ngetoond, dat de door Blasius 
gebruiktc machtreeks slechts eon be::_wrkt convergc:ntiegobicd hceft .. Di t 
vcra.ndort echtcr niet de nt'!.::Wri 
den. 
n,iuwkcurighcid van de 3cvonden waar-
De asy:mptotischc ontwikkeling kan vorkrcgen w..ird~n door tc stellen 
g=2x-h 
en op tG mcrken, dat h klein moot zijn. 




-·· ::::: -2x+h, 
h" 
Indion h klein is, kan di t bena.derd wordcn door 
of 
h'1t . 
- = -2x 
h" 
:;::::~/~z ;:-u2 mi. 
,· 7 
waar.mcde cen goede asympto·tische bonadcring is vcrkregon. Hierbij 
'blijkt do fontoinintegraal eon rol te spreken. Dit is eon mcer algemcne 
eigonschap van de gronslaagvor lijkingen, zeals in het volgcnde bospro-
kan zal ~-wrdcn .. 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2de Boerhaavestr. 49, 
Amsterdam - o. 
Colloquium: 
Mathe.matische problemen uit de practijk. 
door Dr R. Tinunan. 
Mathematische theorie van laminaire grenslaagstroming. 
3. Het asymptotisch gedrag van de snelheids profielen. 
Om het asymptotisch gedrag van de snelheidsprofielen te onder-
zoeken aan de bui tenkant, dus voor grote wsarden van y, voeren·:_wij 
eerst een stroomfunctie 1/in door 
.i, 
u = - i y 
V = + fx 
en m.erken op, dat f een s.oort maat 
is voor de afstand tot de wand. 
Immers: 1 
'f/ = 1 u dy + f(x) 
0 
~L ____ --..... 
v. ____ L ------ -- --
t ' 
due voor vaste xis '-f de hoeveelheid vloeistof, die door een door-
1 
snede, loodrecht op de wand met-hoogte y stroomt. 
Deze hoeveelheid neemt monotoon toe met yen bovendien is voor 
grote y u~-~u, zodat daar 1s/!.evenredig met y aangroeit. Ook de af-
stand langs de wand kan in een dergelijke eoordinaat warden uitge-
drukt, n.1. de "snelheids potentiaal 11 voor de vrije stroming, die 
hier alleen de component U heeft. 
Transfonnatie van de eerste grenslaag vergelijking levert dan, daar 
tot resultaat 
:) u2-u2 
-~--- { ......................... ) ,_ 
t) 't ? ✓-~- • u 
Stiel het "ener$1e defect" 
dan voldoet z aan de niet lineaire vergelijking 
Aa.n de bu.itenkant van de grcnslaag, waar u ---41 U kunnen wij deze 
vergelijking b.nadcron door 
d.w.z. door de warmtegeleidingsvergelijking. De re.ndvoorwaarden zijn 
z = 0 voor 
voor '.J-.c. 
De oplossing van dit randwaardenprobleem is bekend: 
'P _¢-l. 
u2-u2 (/_. re - ;;--i 2 f <;" 
li= ------- ;:-: ---~- --------, U ( ) d_j • 
2 2 V,; _, < <,- s) 1/1.. 
;., $ 
Om hieruit ecn asyn;.ptotis_che form.ule af te leiden. schrijven wij 
. :i y1. 
/,g = -_----.. , r 
.. u.,. .. ,. ... -, l ..:, .,..._ 
Z= __ L_ / e- _;;2(</ 
J· v,, 
, I l. 
,,... ..J 
---)d .-J . 
. ;i . 
f~ 
Daa.r voor grote waarden !an y u -4U, zal 
(j... - 0Ju dy 
;v~ = ;-vi-r--
naderen tot de waarde __ g __ , die alleen een functie is van x. 
\If 
Verder zal 
z = IL:_!:: (U - u) ~ U(U - u) , 
2 
zodat ·~e asym.ptotische uitd:rultjcing van u wordt van ~e vorm: 
, If;, /:1t:t u2 2 uV ,," u j u. z V ;"' . - --- y l ,,_. - ::r: y 
-u- n~ 1- -u2 = 1- -Vr- J e rr . ___ u_c_r-r---- . dy 
4. De im:pulsvergelijk;&_g van Von Karman, 
Ui t het stelsel partie1e ditterentiaalvergeli.jkingen 
uu~ _+ vu. = uu• +· ✓ u ... ~, 
~ .., -,y 




~en wij een integraalvergelijking afleiden 1 die eveneens het 
~e::.r1oop van de grenslaagstroming weergeeft, door integratie naar y 
a,,;, 
UU' - U":z:)dy - / vuy dy + 
r; ,J, 
-vva.arbij: 




" daa.r a.an de wand v=O moet zijn, 




- 1• J /~uu, -uux)dy + /du ;/uxdy' = V hiy]. 
f d 
hetgeen door partiele intogratie overgaat in: 
.#tv ~ 















Von Karmanvocrt nu in twee groothoden, die de dimensic van een 
lengte hebben, de verplaatsingsdikte 
S, = }1-~ )dy (8) 
0 
en de impulsverliesdikte 
• :>v 
t: = / ~ ( 1 - !!) dy 
' u u 
(9) 
zodat hij de impulsvergelijking tenslotte schrijft als 
( 10) 
Daar het snelheidsprofiel nog onbckend is, kan deze vergelijking 
ons nog niet veel leveren., 
Sam.en met de randvoorwaarden 9 die ui t de grenslaagvergeli.jkingen 
'Vol.gen door een willekeurig aantal malen naar y te diff erentieren en 
Y = 0 te stellen, bepaal t zij echter het verloop van u, 
De eerste drie randvoorwaarden zijn: 
... ,. 
TTIP = - Y ( ~YJ t . ( 11 ) 
hetgeen voor u = v = o overgaat in: 
u1YY = o 
Nogma.aJ.s difforcntiercn lcvcrt 
uy uxy + v Y uyy + uuxyy + vuyyy = Y u"IYY1 
dio overga.a.t in 
u1 uJCY' + vy.uyy= V uyyyy• 
(,,, 
(12) 
Daar echter aan do wand steeds u = 0 is, is ux = - v1= 0 en dus 
wordt dezc voorwaarde 
(13) 
Het idee van Von Karman is nu om hicr snelheidsprofielan te 
substitueren, die een bekende vorm. hebben en van een aantal parame-
ters afhangen, die functics van x zijn. Immers, de gedaa.nte van de 
snelheidsproficlen ligt wel ongeveer vast, het lijkt toereikend om 
de variaties, die optreden, te vangen door de parameters te val"ieren 
Een le~rling van Von Karman, Pohlhausen, heeft dit nader uitgewerkt 
en als benadering sekozen een derde graads kromme, die np een ge-
schikt punt met aansluitende eerste en tweede a.:f'geleide overging in 
cen rechte lijn. 
Op grond van het vroeger vastgestclde asymptotisohe gedrag van 
de oplossingen lijkt het echter beter om kromm.en ta kiezen, dio dit 
asymptotische gedrag vertonen en de parameters te kiezen uit de voor-
waa.rden aan de wand. 
Daartoe voeren wij earst een nieuwe variabele in 1 riehting 1n 
door j =·Y.,Y " (14) 
waarbij C( een functie is van x (1/0(. is een maat voor de grenslaag 
dikte"), 
Wij substituijren nu: 
DO 
u / JV2 2 -,2 2 ij = :t'(7) = 1- ~8 . (a + Cljl + ••• ) d.,. e- (b + d"lf +, .. ) ( 15) 
en ontwikkelen, om gemakkelijk aa.n de randvoorwaa.rden te kunnen vol-
doen, 
2 2 2 
f'{y) = e-Y (a+ oy + ••• )-e-Y (2d7 + ••• )+ 2ye-Y (b + 4y2 ••• )= (16) 
=a+ 2{b - d)y + {c - a)y2 + 2(2d - b),-3 + •••••••••• 
De randvoorwaa.rden dan: 
°" 
U= U f(O)::: 1- /e-Y2(e + cy2 )dy - b = 0 
- !} f.o 
---= U or,f' ( o) = a U °" 
'ij 
- !rn~ = u«l f"(o) = u r,l. 2(b - d) 
¥ 
0= U lll,3 f 111 ( 0) = 2 ( C - a) 
( 17) 
u7uxy = aUOi.f axU,x, + aU'tt,+ au&GJ=YU( 4 :r•rn(o) = ).JU r.•.12(2d - b) 
Hierui t volgt direct a i. c: :- !_:_'2 
i V'f 
zodat de uitdrukking voor het snelheidsprofiel wordt, 
Verder wordt de parameter ~t"(o) meestal door A, de Pohlhauser 
parameter aangeduid, zodat 
~ u• A= -2{b - d) = -f•(o) = ----2 
\)(}(, 
Het snelheidsprof7fl wordt nu: 
, le-y2 ( 1 + y2) dy _ ....2. 2 2 
/ ('1) = ( 1 - b )-ft. ______ ::______ + b ( 1 - e :f ) 1 e., . d. ¾ Y,, 
Nu kunnen van dit profiel de verplaatsingsdikte en de impuladikte 
berekend worden. 
o( ~= A,= f -f)dy= O, 752 + o, 134b + 0 1 443d, 
.t~ 2=4 2= 'l)Jc, - f)dy,= 0,289 - 0 1015b - 0,015b2 ,._ d(O, 188 - 0,058b)• 
0 - 0, 117 d2 • 
Indien wij slechts de eerste vier randvoorwaarden meenemen, blijven, 
behalve 0<,; nog twee parameters b en d over. Wij kieeen d = O en hou 
zo een vergelijking over in b en flt:, we.arbij echter 
I 
11. 
Door een kleine reductie kan de impu.lsvergelijking in iets eenvou-
diger vorm worden gebracht. 
Stel n.l. 
• 1'. L \ U.'12 A = ,....,. __ ... = 
~ y 




ut2 d ~2 
m Jl:_!:.1 ( a 1 + + 
.1.2 = -----. 
___ ..., 
= }/ )I dx 
Uti), 2 ;~ d f1.g2 2 ) .,\. u. = ----- (2 + + 2 y f.:i dx )) 
hetgeen overgaat in 
of wel: 
wa.a.rbij: 
/_/ ( A 2) = 2 [ T2 - )i 2 ( 2 + J.i 12 >] 
Het is nu :mogelijk om H als functie van ). 2 te bepalen , bijv. in 
tabelvorm, zodat dan de vergelijking van \ 0 door numerieke inte-
c.. 
gratic opgelost kan worden. 
Hierbij moeten nag enige o:pmcrkinge:n gemaakt worden. In het stuwpunt 
is U = 0 en hier is het begin van de grenslaag. 
Dit punt is een singulier punt voor do differentiaalvergelijking. 




Dan moet in bet stuwpunt H(A,.J = Oj zijn. Hierui t volgt dus ook 
C. 
H( ,\ ) " 
Substitutie levert de derdcgraadsvergelijking 
-0.061 ..\3 + 0.209 ) 2 + 1,910 );.+ 0,752 = o, met een wortel 
~ = - 0 .. 930 .. 
12. 
De twee andere wortels zijn physisch van geen bctokcnis. Verder ver-
client het punt, waar T2 = 0 is, speciale aanda.cht. In dit punt, 
is n.l. de a:fgeloide van de 
snelheid nul en nog iets 
verder zou terugstroming 
optredon, hetgeen aanlei-
ding tot een geheol ander 
stromingsbeeld geeft. 
(z.g. loslaten van de 
stroming). 
) 
Hier blijvcn de grcnsla.agvergelijkingen niet meer geldig, zodat het 
geen zin oft b€rekening verder te vervolgen. 
Indien de waarden van A 2 in gehele gebied bekend zijn, kunnen de 
overige para.meters en ook snclheidsprofielen be:pa.ald worden. 
Het ia duidelijk, dat A2 = 0 is, in het punt, waar U' = 0 is. In het 
gebied van vertraagde stroming, U't(O levert de bier gebruikte met-
hode geen gocde results.ten,. Dit wordt duidelijk door in de omgeving 
van het loslaatpunt naar de vijfde randvoorwaarde te kijken. 
Deze oist n .. l. t VtX 12(2d - b) = 0 
maar, daar wij d = o gezet hebben en nu T = 0 b = 1 is, is hier vol-
atrekt niet aan voldaan. 
Wij kiezen nu in u• < o d = ½b en berekenen de overeonkomstige groot-
heden,, Deze rosu.ltatcn blijken uitstckond met e:xacte berekeningen 
overccn te komen. De gcringe discontinuit0it in de parameters om 
~ = 0 is van geen bctokenis. 
Op dcze wijze kan men bij willekeurig gegeven verloop van U(x) op zeer 
eenvoudige wijze een re.delijk nauwkeurig verloo:p (fout ( / %) van de 
grcnslaaggrootheden door een eenvoudige numericke integratie ver-
krijgen .. 
IVIATHEMATISCH CENTRill./[1 
2de Boerhaavestraat 49, 
:l._]il s .t e r a. a m - O. 
Colloquium: 
Mathematische problemen ui.t de :practLjk_. 
door Dr C.J. Bouwkamp. 
Stralingstheorie 
';:t 1. Inleiding. 
13. 
Il\'. heb me door ae leic1.er van di t col loquiu ... m le.ten overhalen, een 
reel{s voordrachten te houden over 11l1Iathematische prolJlemen ui t de prac-
9tijk11. Als ik de organisatoren van het colloquirnn goed heb begrepen, 
moet de toevoeging "uit d2 practijk: 11 met een korreltje zout worden geno-
men. Althans, ik doe alsof dat het geval is,, De gecom;_;iliceerdheid van ve-
le practische problemen noodzaakt mij namelijk, hier slechts iets te ver-
tellen over die problemen, welke als fundamenteel 1'i1oeten worden beschou.wd 
voor de echte, meer ingewikkelde problemen uit de practijk van een indu.s-
trie-laboratorium. 
Ik stel me voor, U in deze voordrachten iets te vertellen uit de 
klassieke stralingstheorie. Het geheel van mijn verhaal wordt overkoepeld 
door de _g_olfvergelijking. J3ehandeld zullen worden: ~alair~ problemen u.it 
de acoustiek, vectoriele problemen uit de leer van het electromRvietisme, 
met inbegrip van buigingsproblemen. 
Voor de practijk zijn deze onderwerpen van belang. Men denke b.v. 
9aan luidsprekers 1 antennes, radiogolfvoortplanting1 en verdere zaken uit 
de kortegolf-techniek. Uit de asrd der zaak, zal ik van U mogen eisen, 
da t U vertrouwd bent met grot e hoof dstuklrnn ui t de wi slrunde, speciaal de 
analyse. Misschien veronderstel ik nu en dan wel eens 1 dat U met sommige 
delen der 11 toegepaste(; of ,itoopasbare" (sic ! ) wiskunde bekend bent. Aan 
de andere kant hoop ik het U niet alt~ lastig to Eaken, en zeker niet 
in het lJegin~ Interru_pties en ctnc.leremmerkin_g_cm zijYJ. well;g_~ 
§ 2. VoortJ2._lanting van geluid in lucht. 
De voortplanting van geluid in lucht geschiedt door longitudinale 
golven. Onderstelt men, dat de uitwijkingen en snelheden a.er luchtdeel-
t j os ui t de evenwichtposi tie "klein II zijn, dan kan deze geluidsvoortplan-
ting worden beschreven met behulp van een snelheids:potentiaal • Deze 
functie van pla2,ts en ti j d voldoet aan de g_olfverg_eliikin_e, 
/ - 1 'i)2</J 
.d - 02 ~ = 0, 
overal daar waar geen "bronneri" aanwezig zijn. De constante c is de pha,;... 
14. 
ses?1.E1J .. h,ai ~1 tr,,i'"·etj, }:et ~:;elttJ. d r~ t:.::· '\"!~i ~ .. ! ~1 I'll] rnt'::\~ .i.11} ,'~.•./_.,,~lttic~iSdr1.1k P c~n de 
-+ •. 
::melhcid U \·an rh: 1uchtdt·e:L"t.~;, .7 ·fl: '.,t mf:n utt 







l:in{!, da t wij he t pro bleen: g:::lin8alineeY"d hebben. 111 o.lJ .. es wa t vol gt 1 
bopGrken wij ons tot de "linE.1air,~ wereld ''. Voor de pliysische fundering 
v::u1 l:et gcgeven 1:12,thematisch forr;,r~lisme ra:16plege mtm b. v.: 
];_Q.::"'d Eavl•Jig11_, 1'hcory of Sound, vol II ( 1896); 
Backh::11.w, Schwingungen ra'Ulnlich ,1usgedehntcr Kontinua, Handbuch d..Jr 
Morse Vibration and Sound t191( - 1950';: 
---·--' \ . - . ' 
.. Stenzel, Lcitf2den 7u:: 3er,··~h.nung von 3c:hallvor~an:;en (1:,39) .. 
§ ,, 
"'. 
Harmonische tLi dfacto_::r_:_ 
·~ij bcperken ens in hat vervolg tot zuiver-hermonisch verschijnse-
1 -f' \,' (,) l r,.,..,.. ,,.._ • . 1 • ku en van ,. requent ie ,-· == ~· / c: , 1 • ,_)j,ld3. t het :prob}eem ineair is, nnen 
ue op de bekende manier m2t con co;mlex,3 ti i dafha:...i, '. li ikheid rekenen. We 
' t., \,J 




n ... -Hut ~ = u e • 
e hou~en ste~as de tijdfactor exp ( -l ~,t) in gea~chten, en re~enen 
allcen expliciet met de pla2. ts-functies p , p 1 u. ;.cm het eind nemen 
we, b.v. de reele delen van deze grootheden na toevoeging van de factor 
~ex;_) ( -i (.{) t). 
De golfvcrgelijking word~ dan 
/j 9) + k2 t> = 0 s 
j 
tcrwijl druk en snelheid bepaald warden uit 
p = -c fo ik ~) , .... u = - 3rad 'f . 
Do constant:; k is het go.l{.~s.c::~-2,)-." :;'ic samenh:mg mc:t :"lL: golflengt e 
is als volgt: 




Aldus wordt e,:n vlakli:c: c;ol.'.:' 1 die zich in de 11osi ti eve x-richting 
voortplant, beschreven door 
0) _ A .. ikx 
I - C ' 
waarin A, de amplitude, een (complexe) constante is. 
(3) 
Het is voor later van belang, dat wij even nagaan wat het gemid-
c"telde ( per tij dseenheid) energictrans'!,)ort per eenheid van opi;,ervlak 
loodrecht op de voortplantingsrichting is. De momentane energiestroom 
wordt gegc:;ven door het produ<:?t vnn goluidsdru.k en deeltjcs-snelheid. 
Di t is kwadratisch in de kcm:C::rkenr1 c f:TOotheden. ''7c moeten, na toevoe-
ging van ex) ( -it.).) t), op rcflc ,~rooth1::dc:n overgaan: 
p . ..., Re [ -I'.! ~" ikA e:i:1~ l i}r.x - i f1J t) 
ux-. Re(-ikA 1:xp(ikx - i.1,.,t; • 
Men con tro.1.u ert gemak'k1.:l i j k tz:! t h(, o pro'lur::t van deze rer:no groothe:den, 
gemidd1:ld over di; tijd, goliJ:c is :1.::.n ·}c fu k 2 f A ! 2 • De enorgiostroom 
por e~nheid van op98rvlak loodrecht op du voortplantingsrichting van de 
vlakke golf ( 3) is dus 
Wx = ½c f<> k 2 f A I'• (4) 
Zijn o< , \~ , ( de richtingscosinussen van de voortplantingsrichting 
van oun vlakkG golf ( ten opzicht~ van h0t r~chthockige stelscl x, y, 
~z) dan wordt dezo vlakke golf boschruven door 
0) = A e ik ( o( x + p y + (1 z) • ( c( 2 + ~ ~\ t 2 = 1 ) ( 5) 
De functies (3) en (5) voldoen in hut eindige aan de golfvurgelijking 
(1); z0 hebben eun singulariteit in h0t onoindige. In (31 ligt de bron 
bij X = - oo. 
In lat8re b0schouwing~n zull0n wij ook wol cens comploxe waarde~ 
van k moetun aannamen (vc:rlieson r}oor absorptie, dcm?.)ing). Voor de phy-
sica is dan al tij a volao~p.de dat 1c2 in bet eerste lcwadrant ligt. Dus 
0 ~ arg k 1': 1f/ 4 • (Fi) 
De hornog6ne vlak'cE; golf ( 5) is hot prototype van oplossing der 
golfverg0lijking. Door supGrpooitie van vlakkc golven lrunnen wij ze-.;r 
1algemene, en veer de physica de algemane, oplossingen van (1) constru-
(.;ren. Als wij in ( 5) voor d,...: amplitude A eun functio van ~ 1 f , ( 
nemen, en vervolg~ns ga~n intogr0ren ev~r ~~n stuk van d0 (reGle of 
compluxu) e~nh~idsbol, dan krijgen wij du algvmonc rolffunctie 
r = //' A ( d, , f , t ) 0 ik ( 0\ X + r y + t z) d f2 • ( 7) 
Dit sup\,;rpositicproces zal straks aan ovn voorb0vld wordt:;n toe~elicht • 
.i....4-~ Isotrope puntbron. 
In spherischc coordinatcn r, /3 , ljl , samenhangond<.; met de rccht-
hookige door 
x = r sin ~ cos 'f , y = r sinj sin 'f , z = r cosj 
:1ot r ) O, 0 .f:. ;) 4- rf' , 0 t,-. . fi2 f'ft wordt de Laplace- operator 
geguvGn door 
1 a 2 1 ;, ( ~ -;; 1 Li= - -(:r,) + 
r~ 
sin u~ ) + r~ sin~ r Or2 sin..() ti~ 




a2 ( ~ + 
er"· 
:::: o, 
zodat r y> (r) = A cos kr + B sin kr. Een isotrope puntbron (in de oor-
~;prong) die; ont:rgiia uitstra,ilt na,-.r hut oncindige is (L.:;t op d0 tijd-
f~ctor) dus t0 buschri·lven door ,, 
ikr 




C.,~ri.kt gcnom,.;;n is ( 8) all'-'"'n bui tzm r = 0 e..;n oploscing van ( 1). Eig<-=n-
lijk is (8) ~~n oplcs2ing van o~n inhomog0ne golfv2rgelijking met in 
he:t ruchti:'rlid e0n functi& l:Vcnrc.:dig aan cl ( r) r 2 . Hierin is, schrik 
nil.; t, d,.; del ta-functie van Dirac ! 
Btschouw nu de 0n,::rc;L..:ntraling van de puntbron ( 8). Dez0 kan op 
twc.:,.. mani,.:r,..;n wordc::1 b\.;1'1,;kend. i'.ll0!'E: ... ➔ :rst kijk0n wij o?.) grote afstand., 
Daar hebbcm wi j bi jna vla:.r1(e DOl ~.-,:;;r).. Alle,.m d•.:: variatics mot r in do 
-ohasefactor vXU ( ikr) 8-0(.lCn '..:wn rol. Voor r ~ CO hcvft I:18n 
- ~ ~ 
.. A ikr ., A ikr 
:p "--' -c f'-'a lk r e , Ur•._, -1 ii r e • 
Op grot0 afstand r kunnen wij hot V1.,;ld (8) opvattun als t.:,,n vlakkc gelf 
ind~ radicale richting :m~t amplitude A/r. Volg~ne (4) is dan de oner-
giestroomdichthuid 
') 
V,.:rmunigvuldig,rn wij di t met h,:.;t totalu oppe:rvlak 4 Tire., en nomen wij 
r - oo, dan wordt de p0r tij dse,.:nheid ui tg0stra2.ldo energiu d.Jr puntbron 
gclijk aan 
(9) 
Nu eon twe"de method\_; Yoor h.:.:t bcr._,ken<m van do cnergiestraling. Be-
schouw e:'-'n bolletje met straal £ • Ne..:m aan,· dat (8) het stralingsveld 
buschrijft van ee;;n bolletjc mc,t :pulsorcnd oppcrvlrik. De snelheid dcr 
luchtdc...;l tj es aan hot opp0rvlnk is - ar I Or voor r = £ • Neem gE:-
:makshal ve A = 1, dan is dezc, sncJ.heic 
1 :::,ik E 
V = (-ik + -) ~--r ~ , C i:... 
terwijl de, druk gelijk is aan 
p = -
~ilc f 
C (, ilr _l:J __ r(.) _,.. c • 
Gaan wij we~r over op de re~lo dolen, dan komt er 
pv -t ; t k sin(k ! ~£,)~) + fcoe(kf ~11,)tI e ~k sin(kf ~(;J t)J . 
':Uddelcn we over de tijd, dan wordt het rdchterlid ¼c P0 k1/E 2• Met 
rui:mtehoek 4nc 2 1 en E...,.:ii, o, vinden wij WOtl!' (9).. l . 
Blijkbaar kunnen wij in deze laatste :methodo de straal van het 
bolleije willekeurig groot nomen; 6oor iudere bol met straal r en mid-
dolpunt in de oorsprong vlouit do energie (9). Hc:t onderscheidt tussen 
do twe\J methodes valt hier bijna weg, doordat het zo'n triviaal voor-
beeld ia., Lat,.::r zulltm wij min6.,:,r tri vi::1.l...:: voorbv,~ld\,;n ontmoeten. 
Tot nu tau is all0s vri j o .,nvou.d:tg g0hou.d'-'n• Nu komun (,;r :movilij-
ke:r dinge:n .. 
~ r.; • f ld' . t 1 
~...:'.'-~_....:2.,0:m.r,1.;r e s 1r. e;;rre.a • 
In cylindrisch(.; coord:i.nat:en wordt de Lo.place op•.:rator 
1 a J Jt:. J2 
,1 ~ p 2fl ( p "Jp) + p12 . d<f2. + d z2 ' 
lt..:s~hcu., vocrl.cpig all0.:.:n axia.al-symmetrisch,.; oplossingcn van de golfver-
g0lijl'.:inc. D~1c.rvoor is J /J(j,1 = o. S0pari.;c;r dG golB,rcr6elijking op de 
t~kcndD nRti~r: 9' = f(z) g( 'p ). Dan komt Gr 
.. 2 0 
__ g_....G,,<;" .J. l ddg + ;\ 2 ~--~ = 0' d '-:£; + ( k2 - A 2) f = 0. 
a ..: c. P · P - dz'-
i I jtLe \.;erst E:. Vtr f8li .;ki;1c 'is dj G dor Bes~: ,?l~"unctics van de orde nul ,:m argu-
ment .A. f> • In cyU.ncrisch1:.: coorc:ir:a t0:r. z, f 1 f' hceft mun dus de axis.le 
golfsystemen 
V ,-::- ?' a, 1,,. p) _ -z -1, c:. - k'-. '' 1 · , J -. ) I , LI " -- t rr ,, , / , r , 
waarin A wi1le:kuurig. Door vurmonigvuldiging mGt eon amplitude-factor 
1-i. ( ,A ) on int0grati 8 011er ~ krij 0t m .. m el_;n ze,;r rdge:m0ne axiale oplos-
sin0 van d0 golfvcrgelijking. 
In het_ bijzond0r willen wij nagaan, wat do volgcndo intGgraal 
wori!t fJJ = ll,( ).f ) •-~ ~-;2· ,I d,\ , ( 10) 
l O VA2- k'- ,-----. 
.Hi&rin is ondcrsteld f},, o, z ) o, k ) o. Die tak van VA 2 - k2 is 
bodoe:ld, welke: voor A --'i' oo gclijk ). wordt. De int_;gratim,veg vermijdt 
het verta~~¥'~nt ,A = k door eon boogje beneden de reele /\ -as; r . -·;;r--· -----"2 . 
Tf/2. Voor O ~A ~ k is dus };/\ - k gelijk 0 , I l t " ,, 2 , 
,p G-rg. V..; -~--? -
a2.n -i V k - /\ • 





+ A f} ~ Af >] d), 
()IJ 
= J c-z /IA 2_k2 l J.' c Af ) + 1 J.' < Ar )] dA • 
0 
Door optollcn vindt men 
.0.., I ··----, 
JoJ dv f .-z II)::?_ k·~r 




)+ (~f )+ --· 
+ A/'/ ( ,/ f i] C ) = 0 
op grond var. a~ dif±'er&ntiu.alv,..::rc::'-'lijl<in;:~ vnn ~ ( Af). Ui t de partiE:le 
c1 iffer0ntiac~lvt:rge:lijkin;:; z 9i -p JP z = 0 volgt, dat f e"'n functie 
. 
2 C' 2 K~. ' ( 10) 1 Q D dt , I is van z + ( • J.i:.:S r=--~: f = • an wor 
fo.·J . - z J,1 .-'i 2 -k 2 I,~ 2 2..., / 00 Y ( jp = 0) = . u .A d I = 1 o-z y -k /v. = r,-----· ·-:-i I\ z VA2 - k2 ikz E) z 
11,2 -;-7 
I .-z Vi -1.t ,d, /Ip ) __ v --:-===- A 11 
Du.Li volgt 
eik f.2 + f 2., O,:l 
J/2 
(,J . V), 2_k2 ( 11) = v~2+r 2~ • 
Hot rechte;rlid is e.~n analytisohe functic van k. De integraal converge rt 
------T 
in het algcm0nt: gGval ( 6) als I arg VA 2- k \ /: o/2. Dus geldt ( 11) 
ook voor cocplcxe k m~t (6). 
Het hier ge:g,.:vt:n b1,wij :J van ( 11) is ontlci.;nd aan Van Hassel t 
CTisku.ndigE: opgave:n m, t ch" oploss:i nr;cn XVII, vra2..gstu1•: 1). De relatio 
t( 11), wae.rbij dus de })tmtbrcn (S) :i_n I0s ,;lfunctic-soliton is ontwikkvld, 
draagt de nann van Sorr;mcrf 1,.;ld' s int 22.:,.L 7.c- is boke:nd geword1.:n door 
Sommerfeld' s ondcrzo(;k ovG1' ch: vool't:plr,nting van rndJ.ocol Vt:n ov1::r vla.kko 
as.rd0 [Ann: Physik (4) 28, 665 (1909)]. Da,.rvoor vms ~11) rotids toi.:g~past 
door Lamb l Proc. London :Ma th. Soc. ( 2) 1, 122 ( 1909) J. 
Natuul'lijk kB.Il men (11) op tal van ander0 manicr ... n b-..:wijzen, maar 
h.:.:t kortG ..::n t:vnvoudig\.,! b0wijs van Van Has-;ul t wild"' ik U niwt onthoudun. 
Als men in ( 11) d0 intugrati-.:weg boven hot vortaklcingspunt had 
gcnome::n, dan ZOU VA 2 - k 2 = + i v/~-=-x2--v_oor 0 .-:::.. A ~ k. Mon had dan 
~uon voorstolling van /exp r-ik V~2 + p2 ] f ;fz-2-:,;2·1 gekrogon. In doze 
lnatstu vorm is ook Sommerf..:ld's integraa.1 door Van Ha.ss0lt bewoz(.;n. 
Ind~ lit~ratuur wordt niet altijd voldo~ndc acht goslagcn op dit ess0n-
ti0lo vurschilpunt, wat zioh vaak uit in t~kenfouton. 
De identitcit (11) kan nog in divcrso andorc, equivalunte vormcn 
optreden. Bijvoorbu"ld: { p) 0) 
eik Vz2+ f 2-, 
v~2+;~2 
i 
= Ac! H (1)( A ·,o ) ~ 0 ··1 ' 
-:::,0 
""' 
= i /K0 ( f. E 2; cos,,\ z d ,\ 
(12) 
(13) 
·.rmerbij / arg 
ui t ·.·.:c .. tson I s 
i--::----, (;, 
VA 2-k2 1· ~ rr;2. De :t\mcties H (,) en K zi ,jn d1:1 b,.,'.rnnde 
0 0 
1rhoory of Bess..:.:l Functions ( 1944). In , tson I s bo 1.;k vindt 
mon allorl0i gentJralisatiee van Som::1urf 1.,;ld I s integra::.1. t~Otipas:Jingcn van 
(12) en (13) bij ~ich [J. Reine Ang..;W. ~fath. _17;2, 133 (1934)! s::n 
§.chi1.ku2;1.9f:( r Proc. Inst. Radie mgrs. £4:., 1388 ( 1936) J . 
~·rtj zullcn nu b.:t V-.;l d van a,._, pu.n tbron in vlakku gol ve:n ontwik-
1:olwn na:,r 6.s idl.,!1,;; van (7). Ga ui t van ( 11). Voor k > O, z / O, 
IL __ j( 2 ---2 ., 






+ )( ~-~-( . .. /( 
/; l 2 . 2 (, <, 
. f II -k 
----1 I' '") I ':) ~ , i z i k '· - A ,_ I/ J I;;' + 
I 
I.,,.·-·----·~ 
'/ 2 2 Ap) c-z/1;\ -k. 
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I fT/d V 
= ik\ cos u!/0 0cpcos 
'.1('~ . 
) ilrn sin u u ~ c7.u. 
-iu. Dan komt er 
St0l te:nslot t G u = ; - /\,9 1 dan 
fT/4: .. 1.·X" j ;. , ~'} .i1rn cos,j' . DI' d C)' V \k p 8il:. r-1 v sin;') rv • 
(.) . 
Nu. is volgens e ... n bek0nd0 int00-r..a.lvoorstGlling 
! ,<IT 0,1 . I ;;,, ( k p sin BI ) ; 21 e ilc r sin N CO s ( r -fl" ) d r ~ 
' l Ti Q I!, .tiV .. I 
e:r ; i,r / d(r' j' 0 ik[ p sin ,9 'cos(y'- f)+ z cos ~'tn!J~ J', un dus 
0 () 
Ga nu over op r,.::chthot;kige coorc1inaten, x = f cos 'f , y -· p sin r , dan 
wordt 
20. 
3, 'lf f o/2-io.""'I 
e~~: = -&, j d'f' · 0 ik[x sin.El cos If '+y siu ;)~10 y:~ coo ::i:in,;'ld,,9' 
0 
of ~ 
ikr 1 / . l ( ,.,, p 0· \ ... ~ = - ·, l .{ V1 X + j y + z I d :, ) 
1kr 2 1T . t · J - , (14) 
. '/:." 'i""•• . -2 --· .... 2 .. . 
waarin r = l .x + y + 2 ; O , f , l ric:h.ti.n,c:;scosinnuoecn, aQ eltJmont 
van es.::nhuiasboL In ( 1,i) wc:rdt cui!:-:-.:.~r·e ,rd ever c1€: hs.lv-~. comploxo 0tn-
h0idsbol,. D0 voorwae.r'},:,; z ) 0 is l. s'· '-'nti ;51. In hvt bc.wij s is ond0rst..;ld 
k) 0 m,7.:,·.r (14) g,_!let voor Im k f' c, k-/. O. l~ormul.:.: (14) is gt;g...:vcn doer 
'"'·xl f=ti.nn. Physik (4) f)n, 401 ( 1•?19).l m.~t to::pas~;inc; o:) ra.d.iogolfvoort-
:planting ov0r. vlakkv aardo .. Ons btmijs is vcrschillcmd ven dat van l'leyl. 
""" Do lnetstu gt"t:ruikt cvn ovcrganc op e~n ni1,;uw0 :poclas in dt3 richting r. 
Ik kan 7,ij::-1 bt.::wijs r:.i:..-t volg.:m, vanwLJ1.: mcc.dlijkh0d1.;n bij do int8gratii.:.::-
r:enz~11, :::ulks in verband mut cornpluXt: richtingcm. 
MATHF.MATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestraat 49, 
A m a t e r d a l!L!. 
Colloquium 
Mathematische problemen uit de practijk. 
door Dr C.J. Bouwkamp. 
Stralingstheorie 
II 
.U• Straling van membraam, trillende in_starre wand. 
C. I• 
Laat een vlak membraam harmonisch trillen in een oneindig uitge. 
strekte starre wand (model van luidspreker). Op ieder ogenblik is de nor-
maal:-enelheid van het menbraam gelijk aan de normaal-snelheid van de lucht-
deeltjes ter plaatse. Deze snelheids-amplitude zij een gegeven functie v 
van de pla2tts op het membra2..m F (membraam is deel van xy-vlak; de rest van 
xy-vlak is starre wand). Het stralingsveld in de halfruimte z t O wordt be-
schreven door snelheidspotentiaal tf • Deze is voor z > 0 een continu-dif-
ferentieerbare oplossing van de golfvergelijking (1), die voldoet aan de 
volgende randvoorwaarden; 
(a) ?<f 1~~ = -v op het membraam F; 
(b) ,'iy'/.1 1 = 0 op de rest van het vlak z = 0 (staare wand); 
(c) in overeenstemming met Sommerfeld•s uitstralingsprincipe geldt: 
(15) 
--~ ll waarin R de afstand tot een geschikt gekozen oorsprong is, en 
II 7 , de spherische oo8rdinaten rcndom de z-as (norm.aal van F). 
De functie K( "I', 'f ) noemen we de karakteristiek van het membraam. Het 
~~ralingsdiagram is bepaald door IK1 2• 
"ilij zullen onderstellen, dat v op F continu en begrensd is. Men kan zich 
afvragen of het bovengesteld randwaardeprobleem een oplossing heeft, en .. of 
die oplossing eenduidig is. Nader onderzoek leert, dat de gegeven voor-
waarden niet voldoende zijn voor de eenduidigheid der aplossing. Er dienen 
nog zekere regulariteitseisen gesteld te worden met betrekking tot het ge-
drag van de functie (p voor z = O, speciaal op de rand van het membraam. 
Men kan b. v. eisen, dat Cp en grad (p kwadratisch integreerbaar zijn in elk 
eindig deel der gesloten halfruimte z? O. Miesohien is er later een gele-
genheid om op deze kwesties nader in te gaan. Ik la.at di t eerst rusten •.. 
De vraag of er 1'uberhaupt" een oplossing bestaat, is ook niet trivi-
~al, als tenminste v van nul verschillend is aan de rand van F (daze rand 
nemen wij continu en 11 st-ttck:weise glaa.t"). Dit komt ter sprake in de vol-
gende pa.ragraaf. 
22. 
i 8. K}asaieke fom.ule van Ra:yleigh. 
Ncem (x,y,z) in rechterhalfruimte. Isoleer dit punt door bolletje 
mE:t str.:.1al f... Neem een grote halfbol, die (x,y.,z) inwendig bevat, met 
::,trw.al a 1::;1 midd.elpunt ergens op F. La.ten 'f' en G oplos8ingen van de golf ... 
vergelijking zijn; ff regulier in z ) 0: G regulier in z O met ui tzon-
dering van (x,y1 z). Dan geldt volgena Gre~n 
i( ( ~;i 1"' ~ 
'"' }' ( if . ., ., ,, II: ) • ( q" ·i ,.,, iJ - G c., n ) .,,"" V = I l ~ ,_,, - l:r ·' T' ' 0. t:' = . _..._ . \.,1.,1. 
1 1 v n 
ws.ari.n geintegreerd wardt over het volume: helve bol R min bolletje £!, 
on over de begrenzing da~rvan (n is normaal naar buit~n). Ne~m voor G ~ 
d0 tweede Gre~nse functie van de halfruimte. Doze is 
,., 6 ikr 




met r = V (x-=-l)2-=--(y1--·l7) 2 + (z -S)~?, r 1 = \/(x~ 1 )2+ ( y'-·1)2+ (~ ~) 2 
en f ,rr; , S' het integratiep:.mt..- i1G/;) n == - °JG/~ J = 0 voo:r S = o. Laa\ 
R ➔ oo , .£ ......-, O. De bij drage van het vlak ) = 0 tot de o:;):nervlakte inte-
graal is dus 
·. /// cJ(J 9 ikr 
-2/j "'1Yn ~ df. 
De bijdrage van het oneindige halvebol-oppervlak nadert tot nul voor 
R ~ oo ( bi j de ui tstralingsvoorwaarde). De bij drage van het bolletj e wordt 
in de limiet f'~ 0 gelijk aan q:,(x,y,z) iT(/) l:·flc 2 = -4Tilf. Dan 
komt er dus . . / 'tn . k F 1 c11.. el r 
= - 2 r, ~ ~ df (16) 
Deze formule is afkomstig van Rayleigh (loc. cit. § 278). Als de normaal-
afgeleide van de snolheidspotentiaal gegeven is op cen oneindig uitgestrekt 
:plat vlak, dan kan men met d.::ze: formule de snelheidAr,0t.:::nt.iqal in de half-• 
ruimte be:palen. Hat is Cl:Il scort intc:gra,::i.lvergclij\ir:.. .·, voor r ' of ook con 
soort Huygens-princiro; alleen met dit v.arschil dat (16) ri15oreus geldt, 
althans onder ZGkcrc a2n <? op te loge8n voorwaaru~n. 
Rayloigh's aflciding van (16) is csscntieel physi.sch .. De samenhang 
met randwaardeproblG0m en Grei.;;nse functies der hali'!'uirrte v,erd in mijn 
dissertatie besproken, ( Groningen, 1941) f later ook cloor _j_Q..1:'[11&r(<:?lg_ Ann. 
Physik 1£, 389 ( 194.~/3) ui tdruklrnlijk vermeld 0n bm;Ec:::en. 
De hier gesch0tste afleiding is bedoeld als heuristisch. Wij zijn 
nu zover, dat we vernoeden, dat de oplossing van .het proble,:·m gesteld in 
S 7 als volgt luidt: 
- _j_ v ~- df• J _ikr 
- 2r, r (17) 
;;, 9. Discussie van ( 17).. ):,... 
Aufpunkt x, y, z met z ~ 01 Quellpunkt f ,'7 ,) met j = 0; 
r = V ( x- f ) 2 + ( 1 ~ '?) 2 + z 2 ; ~ = v( {, 1-j ) ; df = d? d, ; _ 4' = f9 (x, y, z) ; 
F =t' gebied in I t oindige van f 1 o/j vlak met sectiegewij s-gladde rand; 
v( j,1J) is begrensd op Fen sectiegewijs-continu met eindig aantal lij~e 
van discontinurtei ten, zodanig, dat er in ieder punt f, ?J van F een ge-
middolde v bestaat. 
Blijkbaar is r-1 exp(ikr) voor x,y,z buiten F een oplossing van de golf-
vcrgelij~ing ( 1 ~ die daar ( ,:~) oneindig-vaa~ differentiel::rbae.r is en ( ~) 
aan de u1 t stral1ngsvoorwaarde vol do et. De e1.genschappen ( oC.) en <(i ) blij 
von bij i~tegratie met belegging v als in (17) bestaan. Aan de voorwaarde 
(c) van§ 7 is dus ro0ds voldaan. Verder is buiten F de functie <( een 
ovun functie van z. Dus 0 F:'1 lo z = 0 op 't verlengde van F; dus (b) is 
vcrvuld. Tenslotto de voorwaarde (a). Voor z > 0 geldt 
7) (p z l e ikr 1 . 
;} z = 2 lt v 7 ( r - ik) df., 
F 
Laat Q enig punt van F zijn en laat het Aufpunkt loodrecht (in de z-rich-
ting dus) tot Q naderen. Dan geldt 
2 ~ 1 v •:: ikd:f /<constante zJ.{, 
F I '(-
Zij seen bovenste grens voor de afstand van twee willekeurige punten op 
F dan is ;·1 I S 2 
' af'.,. 2r.v arr 
z 2 "E z ,-/2. 2 = 11 z log ( 1 + 2z8 ) 
r , + 1. r o 
~ Voor z ~ 0 nadert hot rechterlid tot nul. Dus voor lim z -, 0 




. z - f 2 " .rd 7 11.m -2 Ti. VQ -,_-"7,gi I ( - _c_) 2 
,' z + lj . 
f) 
= 
Wij hebben dus bevrnzon, a.at aem de voorwaarde (a) van § 7 v0ldaan ;i,.s in 
:die zin, dat ()q) /oz nict naar -v maar naar de g0mia.ae:L.J.(~ ws.arde -v Q 
nadert. Het optrodcm van c1r-,rgelijke gemiddelde waarden ts wel bokena. 
in andere gebiedcn dan wiskunde, b.v. bij Fou.rrierreeksen. Is Q een hoek~ 
:punt van een rechthoe:ki.g -rnembraam terwijl v O de waarde van v in di t hoek! 
i:mn t is, dan is v = ¼v O • 
24. 
§ 10. Acoustisohe im~0~antie-!. 
In hE:t v0rvo],.g ondGrstellon wij, dat de functie v u:i. t ~1 9 recul is, 
zodat de snelheids-a:mpli tude cveral op ht::t mQmbraam 0'-'nzt::lfd,:: fasL::: r.c:11ft. 
Vanzelf sprt::kvnd mo gen fas0vur schill,;!n ;r optrede:n. Ui t ( 1 '7) 'TOlGt dan 
d1;; srn.1lh0ids-p:>tuntiaal \.Jn du druk. Dez,.. spli ts1.;n W•.J in r_:;1e:: en imagi-
nairE:: delen 
(p= (f1 + i~2' p = P1 + i:p2::: c)ok(y:·2- i<f1). 
Dcrhal vo is voor 00n snelh-.:ids-ampli tude V = v cos t,1 t de rciilc poten-
yiaal on druk gogu-vun door 
} = lf,1 cos (._ .. ,t t + 4' 
I 2 sin (,) t 
p ,-. fok { q·2 t (i sin t ::::: .... cos (d - 1 1 { ,1 t j 
NoGm dW d0 0nurgio, di0 door hut mombraam in hut int~rval (t,t + dt) 
wordt uitgestraald in a~ haliruimt~ z ~ O. Dan is 
dW / i t = pVdf = ( :p 1 cos r.u t + p2 sin Wt) v cos ,, t df. 
\l F F 
Di t sch.rijven wij c.ls 
d'7 
dt = 
2 w1 cos 4) t + vv2 sinc11 t cosc..11t, (18) 
waarin w 1 ;;;n w2 h\,jt r\_;10lc t.m h\;t imaginairu duul van e,c.:n compL.;XO 
grootheia w is, n.l. 
w = w1 + iw2 =L(p 1 + ip2)vdf = j~vdf. (191 
Als m~n in 8en gegev-::m g;:;va.l do intt::graal ( 19) kan ui tr<c:kr.~nen ( waarbij 
p de complaxe druk is op het membraam), dan vindt men de pclr tijdseen-
hoid in d0 halfrui~t~ uitg~straalde energie door} w. tG bopalan. De 
I 
grootheid w2 daar'"'nt\_;g;:;n is .... en maat voor d0 enerfi;i•;-.fluctua tie tussen 
hut aandrijf-muchanisme van hvt m0mbraam on het stralin~sv0ld. Doze 
torm draagt niut bij tot d,_, g0midd0lde energiostroc'1,. i'T ;n no""'mt w de 
acoustische imuedantie van b:t membraam, naar analogj ,"' ,o:::t b. v. de im-
pedantie van l:i.:n straler:.dt.: antenne in de 11..:or van hot c1lectromagntitismo. 
De grootheid w1 komt OV,;;r,;:;~n met het ohmsc ged\;c:lte vn, w2 met het ruac-
tieve gedeel te van 00n electrische impudantie. Wil hvt rrk,tEbraam zo goed. 
mogolijk aan zijn doel beantwoorden, dan kiest men w1 zo groot mogolijk 
en w2 zo klein mogolijk. Nu is het bekend, dat mon o""n antenne liufst 
11 afstE:mt 11 , d.v;. z. do antenna zo dimensioneert, dat de:z-:: b:i.j de gubru.ik-
ts:; draaggolf-fr-:qucntic zuiver ohms is. In dit gevnl i'J Wr, = 0. Onaer 
t_',. 
d::.:z..:: omstandigheid is de en8rgiestraling van de antemH :i_:: da rv.imte 
monotoon. Merk,rvaardigerwijs geldt dit niut voor een acoustisch m0r,1 b:raam 
·:on.ls hier beschouwd. 'Hij zulL.m bewijzen, dat w2 altijd n;;;gatief is. 
;r,-.:t mGmbraam is dus oqui val ant met e..::n inductantio (spool). 
Uit (19), do oerste r~latie van (2) 1 en (17) volgt g~makkulijk 










ks df Of I t 
ks df d"'? t ~ , 
waarin s dG afstand is tusscn de op u-ol~mont~n df en df'; 
int~gralcn zijn dubbulo opu~rvlakte-int ! 
(20) 
( 21) 
Uit hat foit, dat w1 Gbn is voor du gumiddol en~rgiustralin3 
van h0t membraam volgt natuurlijk, dat w1 positiof is voor v Io, on nul 
voor v = O, onhafhankulijk van d0 speciale vorm van F. e zullvn laton 
zien, dat hetzulfdo voor - w2 geldt. Op zichzolf is h~t een interessant 
math~matisch probleum h~t positi0f-s~midefini karakter van twco 
int~gralen (20) en (21) t8 bowijzen. 
MATHEM.ATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestraat 49, 
~ m s t e r d a m • 
Colloquium 
Mathema~ieohe problemen uit de praetijk. 
door Dr C.J. Bouwkamp. 
Stralingstheorie 
III 
~* 11. Stralings-karakteristiek. 
De formule voor het reele deel van de impedantie w kan op de vol-
gende manier worden getransformeerd. Laat e~n sterrotje aanduiden het 
goconjugeerd complcxe. Bcdenkt men, dat v = vy,:., dan vindt men uit (19) 
/ '/if ,. 
w1 = ½ J (pv + p v) d f, 
F 
<m dus op grond van 
w1 = 't c fo ik 
(2) J. ,._ '"11 ({f-o_T -Cf~ 
F -~M 
(22) 
Hot is gemakkelijk in te zien, dat deze formule geldt voor willek8urigo, 
niot noodzakelijk ro~lo, functies v, Is echtcr v complex, dan zal (18) 
in het algemeen ook een term mot sin2 <~ t bevatten, zodat men dan niot 
vc:,.n cl;;n acoutische impedantie ke.n spreken. 
In formule (22) wordt over het o~pervlak van het membraan geintc-
~~rocrd, maar zonder dat de waarde der integraal verandcrt, kunnen wi! 
v-oor F ieder opporvlak in .z) O nemen 1 dat door de rand van hElt membraan 
gaat. Dit volgt uit de stelling van GreGn: door integrati0 van 
?If~ •&t 
J c.p' / ~ n - Cf 1/ ~ n over e,m gesloton opporvlak waarbinnen 
~ich geon singuliGro punton bevinden, vindt men nul. 
Wij numon nu speciaal voor dit gesloten oppervlak de vereniging 
van het h~lv(l boloppurvlak in het oneindi~ ~n dG stE,ar(.; wand. De star-
ro wand lcvert geon bijdrage, omdat daar l 'P / on = 'a q-,1'</,,J n = 0 is. 
V!ij bohouven dus alleon do bijdragt:1 van de halve bol in aanm0rking te 
nomGn. 
Laten R, ,_,-, 1 s:pherisch0 coordinaten voorstollun om de norm.aal 
( z--as) van h~t membraan. Dan g0ldt aeymptotisch voor R --, oo op di t bol-
_. _ _pporvlak 
Cf> r--v x("J- , 'f ) ei~R 
r;J<p = d(f) ~ rn "T"it 1kf 
df' = R2 d~1' -= R2 sin v" a) d'f. 
~::1,;i. bsti tueren wi j di t in ( 22) , dan kri jgen wi j 
w 1 = o f u k2 f )4' I 2 df = c ! f IP 12 df • 
R~A ~0~4~ 
De samenhang tussen de karakt0ristiuk Ken d~ geluidsdruk-amplitudo is 
gogt:von do or 
zodat wij voor R ~ co krij gen 
~T, '½ 
w1 = c J'q k 2 ) af j \KC ~ , 'I- )\ 2 sin .J: d .J- , (23) 
Q 0 
'Jij inter:pr0terun (23) a.ls volgt. De gemiddelde,por tijdse0nheid in de 
ruimtehoek d J.2, ui tgestraalde energiw is 
½ c ~ k 2 \K ( ,r, + ) \ 2 d D.,. 
:Oo naam straling!Skaraktoristiek voor K is dus goed gokozen. Als \Kl~ 
1 in s:ph1..:rischo coordinaten 1T , 't wordt ui tgezet, krijgt men h~t stra~ 
lings-diagram van hot mombraan. 
Door de (verborgen) integratie ( 23) over hct oncindig-verre bolo:p-
porvlak krijgt men dus slechts hot reele deel van do acoustisch0 im~-
dantie. Natuurlijk kan mon de energio-fluctuatie door c0n willekcurig 
oppurvlak bopalen door integratie vatj. PV voor dit opporvls.k. Directe 
tuchnische bet0k~nis hceft doz0 grootheid echtor alleon voor hGt g~v~l 
dat hut opporvlak zich ruduco~rt tot h~t membraan-oppervlak. 
:Iet is gemakkelijk om K te berekenen als functie van v. Als v 
en f; vlakko poolcoordinaten in F zijn, he~ft men 
r 2 = R2 - 2 er R cos X + c- 2 ' cos 1 == sin ..;- cos ( 'I - ½ ) ' 
en voor grote waarde van R geldt 
ikr ikR . . t 
e ,·,, e -ik c:-cos 
-r -R- e • 
cl.us 
vin1·c men K( -v"' Y,. ) = 2 ~ [ v e -ikO-cos "'j. df • 
,-
:fot id m00stal gemakkelijker de druk op grote afstand te bepalen, dan 
op h0t membraan. Daarom zal (23) - (24) veelal :practischer zijn, dan 
(19), maar wil men beslist de gehele acou.stische impedantie w weten, 
0.'.\11 m.oet van de methode ( 19) worden gBbruik gemaakt .. V!ij zullen echter 
J.e.tvn zien, dat een aan (23) analoge formule geldt voor de grootheid w2 ~ 
_§_ 12. Cirkelvormi_ge moJ!lb.raan. 
Laat F e~n cirk0lvormige membraan ~ijn mot straal ~• De voorge- ~ 




v( r;- t 'k) = r i vm( en cos m t. + '1nt v) sin m ~ 
1,,-..,. Q 
i:Tucm oorst zo 'n term 
v ::: v( <:r ) cos m <f1, • ( 25) 
Sut gchele getal m g00ft het aantal radiale knooplijncn. Nulpunten van 
v(O'") komen over-oon mot oirkt:lvormig(:;) knooplijn~n. Voor Rayleigh's 
11 piston" ism= o, v( CJ) ::: v 0 • Voor dG snelheidsamplitude (25) gaan wij 
Ken w1 bupalen. Uit (24) volgt i~ 
K( f , 1 ) = 2 ~ 1:(t;"") v de"-J e -ikr,- sin J- cos( f - '-/2 )cos m½;a 
(> 0 
'.7ij moeten e0rst d.e int cgraal Ovtir Y;. b~rE:.Jkenen. Stel z == k vsin J-. 
Jr 
I = / e -iz cos( rj., ~ tJ-. ) cos m ½, d ¼ , 
Niuuw0 variab~le 0G =Cf_ S! : 1-/J;.Jf I = cos m ii* ,.9 -iz oos ~ cos m ~ dCi!C-
'f' ~ /I y/ll"+T 
- sin m <j 2 i 7 e -iz cos"'- sin mo<.. do<.,. 
, y. 
Gel.)n van boidG overblijvende integralen ha.ngt Vt\n Cf- af, omdat over oon .. 
volle p..;ricde van cos o/.i geinter:ruurd wordt .. In c1o two,.,dc integraa.l kio-
zcn wij als int,)graticgrunzen - T en 7: • De intogrand 
Dus 0.8 t0:;.. ... m met sin m f' verdwijr:t. Er bli jft dus over is onoven in '1C • 
Iii I = cos m ( IL---L ;:1!" -iz cos°' cos m"<. d•,J / 2n I 
i J 
Voor do -~\;:!·rrr tusson do v:Lerkanto haken 7i heeft men, als (i, = ~ + v , 
~ o ~in-•r_ 2 ~ ,r:i(mf, ~ z sin/$) d (3 Yr , lllT 1 / i(-m/?. -z sin/J )Ai 
+ t e 2 'zg· ./ e 1 '1' 
) . Jo 
-· -}1 c-im7r/2 J (z) + e1mT/2 J (z)}= 
1. m -m 
.. 




K( "/F,f) = cos m </ e~rd 7i/2/ Jm(k VSin /) v( C-) C- c1 c;-- • 
~ 
'h.~ voeron een functie fm( A;) ~~n, die voor hGt vervolg van groot belang 
4,. 





Dan wordt de stralingskara~~or~stiek voor do belegging (25) 
I 
Als wij waren ui tgegaan van v = v( \7) sin m f· had dun wij ook ( 27) gukr0-
gon mi..;t diem vcrstande, dat cos m ~· door sin m. f v~rvang1rn worden. In 
beide gbvallen is d~ azimuthalw variatio van het stralingsveld dezwlfdu 
r\ls dio van de voorgcschr-.ven ampli tud,::; v. Di t goldt trouwens voor h1..;t 
sehule stralingsveld (niet allttlm voor K). In hot algi..;m,.mo e;eval heeft 
:!lcn dus de karakteristiek 
I\."( ) , d) = a2 ~ ;-1.l. lf., (k ' ,'t--) r (k ' \..' . iL, l I ,e,,, - , S1ll v COS m + &! ~ ~ SJ.U ,._ 1 SJ.n ID{ I , 
m=O ••1 '-11, -4 
De stralingskarakttiristick is dus addi tL.:f mut botr1.:kkin;:; tot do Fouri , 1 w 
compon0nten van v( u, f,), zeals kon wordwn vu wacht .. 
Du additiviteit goldt echtYr ook voot d'- stralingswuurstand, omdat du 
fu.nctics sin m Cf , cos m Y: orthogonaal zijn in [ 11 , 2 11 J. Hwtz8lfd.a gGldt 
voor de grooth1.::id w2 • Dwrl1al vs:: is er s;nvrg0tisch g00n wissulworking tus-:-
son 1..:lk twoetal trillingen mut v~r schilhmd~ aantallun ra.diale knooplij-
nun. Er is ook g0'-'n wiss;.jlw0rking tussun twc'-' trillingswijzen met de-
ze:lfde aantallon knooplijnen als d...::ze wijzvn in 1Jlkaar ov,:,:rgaan.door . 
0'-'n draaiing ov..::r ( 2n + 1) 11 /2m, m1.;t n gehu'dl g13tal. Door duzo trans-
formatie gaan sin m Cf O en cos m <j.-0 in 1,;lkaaar ov,:ir. Om de acoustische 
i,,:puda:nti0 voor hut alg\.:lmt.:nu g~va.l van v( r, Y; ) te bvrokanl::in, kunn1.m 
wu dus volstaan met ( 25) t0 bG:schouwen un dG energie0n daarna t0 addurcm. 
Uit (23) volgt 
w = c ~ a 4k 2 / 1 '0 ,/ 
0 
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:: 1 J 
.•1 • • Analogu int~graal voor w2~ 
sin if'") sin .,,t. d J/. 
:in• ~ = k sin 1'" . Dan 
(28) 
Ga nu in (17) do Somraurfeldse integraal (§5) substitu1.;run. Dan 
df, 
30. 
- b. . t ld . 2 2 2 2 waar 1J gcis a 1ss r = z + s; s 
In hot geval (25) is 
,[i, 
2 ~ 1 v J ( s A ) df = // 0 
t 
2 ~ / J O ( s ~ ) cos m r/{, d ,( 
() 
Volgons h0t z.g. additie-th0or0ma di..;r Eesselfunctios gsldt 
2'/i 
cos( <f· - CJ;)+ 0'2 ) = 
Jn( ~c-)cos n( </ ~ ½ )1 
zodat / 2"t- J O ( s JI. ) cos m % d % == Jm (). f ) Jm (Av) cos m cf, . 
0 
rfot onzG defini ti0 van fm komt er dus 
21/' 1 v J 0 (s),) d:f = a 2 :fm( h) Jm( >.'!; ) cos mcj, (29) 
Voor d~ snelh0idspotontiaal tenguvolge van (25) heeft men dus voor i ~ 0 
~ 
l l y ;· \ '>.2 2 A d A (z, J,7) = a2 cos m e-z -k Jm( -A.f) fm(~) =-:: •• (30) ✓ 'A 2_k2 
Zoals reeds werd vermeld, 01s de afhanki..;lijkhGid in dG Y, dezolf de als 
die voor de gegeven functie v (25). Opmt..;rkelijk verder is, dat de func-
tie fm, die volgens (27) de karakt~ristiek van het membraan bepaalt, 
zolfs hdt geh0l~ stralingsvold bopaalt ! 
Inmiddels kunnen we evn zo~r intur~ssanto asymptotische r0latio afl0idon 
door gebruik te makon van ( 27). Wij wotGn, dat (R--lJI en) 
' . kR _ I,. cl,, il{R 
cp,--....1 K(~t') \.; 1 R = a 2 i-m fm(k sin ·11) cos m1 ° R • 
Substituour nu in (30) z = R cos J-; f= R sin ~(O , J-f;;. /2) i;m ver-
golijk. Dan vindt men 
()(J i R cos'J ~ A 2-k2 \. \.. . 0 - _ I f ( '1 ) J m ( /\ R sin 'ii ) 
() .i(kR-m !.2 ) ,(" 
t..; ( ) (R ~ oo ) 
----- f k sin • 
R O 'J-~ 2 
(31) 
. ::l,-.. ... urlijk is in ons verhaal ie fu.nctie f ( ~ ) aan zokcro be:perkingen go-: 
~ .. ondGn, imm.crs a 2 f ( ~) = / J ( A v) v( ~) 0- dO"' , maar v( Q-) is algo-m 0 m 
mucn geno0g om ( 31) niet tri viaal tt.: doen zijn. In ons geval is f( ~ ) 
o~n z.g. gehele functie (machtreeksontwikkeling convergeert voor elkc 
oindige A). In Sommerfold's theorie van radiovoortplanti.ng over vlakke 
31. 
aardo spc1;;lt e;.;n dorge:lijk0 asymptotische r1.;latiu ale (31) eon funda.mcn-
trlr ±ol. In dit laatsto goval is ~chtur f( \) algebr~rsch: 
Ifot is, miJns inziuns, t'uijf.::lachtig ( al thans nii:t rigorc.us bowoz,en), 
dat (31) op hut guva.l van Som:111:.;rfeld van tocpassing is, hoew1,;l de uit-
1rnmst van v\,;;lo ondurzodcors met ( 31) in ovureunstcm:ning is. D5. t all;..JS 
als intermezzo. Wij kurcm nu naar d0 acoustische inpi..,ci::mti, .. tcrug. 
'!iij gaan ui t van formula ( 19), un n;;;m1.:n daarin voor p a1..: wa·,rd.o 
op hut mombraan, wullro waardu volgt ui t ( 30): o-:.:i 
,,. 
p == .... c j·" 0 ikf( o, u, f 0 ) = -c S 0 ika2 cos mf O ) Jn/ ~ Ci"'" )fn/ ,.~) '\-~~--
y -. 2 1? 11 -1C 
~.Ji O '-1} J . 
Dus / . / · ;·· . , 1 I _ 
',\' = j pvdf = -c J ika. 2J v( v) r du co s 2m i.{ d J.J / o ( Ac;:- ):f ( ~ )_i( o ;o rj m m .·•· y' )t "" .. ~ 
; llc f oika2/;m(),; >-d 1 fr\:( ~ q v( r);,:. d V. . -
= 
6 m V . \\ 2 _k2 u 
M'- t do d0fini ti1.. ( 26) dor· functi-J f ( A ) komt ...:r dus 
.,o m 
w = _ 2 Ii cf oiko.4 1· fm 2( \) -/ a~ • 
~ m ..J y· A 2 _k2 
0 
(32) 
Als wij dit in rcUcl en imaginair d~ul splitson, krijgon wij voor w1 
fornmle ( 28) torug, ·torwijl 
_ _ 2 11 c .f 0ka_4 // f 2 ( A ) , , (33) 
w2 - ,:: m ~ 7~ 2 -k2 ~ d" • 
··.rij zion hi0rui t 1 dat do functi~ fm ( A ) oak dir,rnt h1.,;t reacti0ve: du;,;l 
dvr ncoustische impcd~ntio b~paalt. 
Ui t ( 33) volgt -w2 > 0 ( a.ls v i. 0). D.__ ncoustischo im:p~aanti..; is 
additi.::;f t .. o.v. de_bijdra.go dur torr,h.m van d0 re0ks voorafgasnde aa.n 
formull:l (25). Dus -w2 0 ook in het algemunQ guval. Dit thooriama is 
;3e;lfs g0ldig voor ol!c mombraan, cirkulvormig of nict, want wij kunnen 
hut m-.;r.1brao.n al tija ui tgobruid dunk,.;n m-.:t stuklrnn wanr v = 0 gonomon 
v1ordt. 
Passon wij in ( 32) ,.,.__.n gcschi1:.:t1:: transforms.tic dur intogratio-vc.n.·i--
ab, .. do too ( zie §6), dan vinden wij 
w = 2Tf c fok2a 4 ;t;(: sin f ) sin..,. d ,)- , 
' m m 
0 h~tgoon ook in do vorm 
1$ 1q ... ,·'° 




kan worden geschr,.;;,vcn, waarbij dus over complBXC richtingen geintegre\,;rd 
wordt. Mun vindt dus de acoustisch~ impodantie van hot membraan vollodig 
uoor int1.;gratie over hot stralingsdiagram., mits dit laatste op geschikte 
wijzc inh1.;t oomplexo wordt voortgezot. 
§, 14. R9:Yluigh' s "piston°. 
vr 
Hi0rvoor is v = constant = V • 0 
w = p 2- 21-1 J 1 ( 2ka) C ~ 0 VO /I a - ka 
Voor d~ acoustische impedantio komt 
. . H1 (2ka)] 
-
1 ka t 
waarin H1 de functic van Struvu is. 
~]15. Ander0 voorbe~ldcn. 
Voor diegenen ender u, die hun en0rgie willen spuiten op enkele 
toopassingen van do voorafgaande algemene theorie, volgcn hier enige 
voorbe8lden (kennis van Besselfuncties is wel vcreist !)~ 
1Neem snelheidsverdeling v(v, f,0 ) = (& /a)m oos{m f 0 + 6) met m geheel 
en 6 constant. 
d }' • 
27icf a2 
W2 = j O (-1)m+1 
~ ; 
.t2 m 
,5!L.. (- 1)n (ka)2n+1 
~o (2n+1) '1n-m+½) rcn+m4) -
/ E2m+t ~} di 
''
02· ~ f n+ 1 Lt 2n+1 ! ~ (2m-2n~ ! f m+n+1 ~ 
-:· lT n=O m+ 1 4n+ • ( m-n) . 2m-f2n+ )! 
T:i.ermede is w ui tdrukbaar in eindige reeks 
- m H C2z) 
*• 1 ? ( 2n+1) 2n+1 + 
.... m+1 n=O 2z 
l ( ~z) 2n+_1 S n+1 • 
van .Bessel I en Struve functies 
Bewijs verder de asymptotische formule ;;,2 
~1·E2m+2< f) d/ ~ ....L ;f;_· (2n+1) Y 2n+1(2z) -
33. 
} rv m+1 ll!:0 . 2z 
0 
_ Ll- j_ + (2m+1)(2m+3) + (2m-1)(2m+1§(2m+3)(2m+5) + ••• ] 
i; 2z 3(2z)3 5(2z) 
(::3)0nderzoek dergelijke problemen voor 
cl ·· u 2 cr 2 
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Colloquium 
Nfath~matische Eroblemen uit de practi4k. 
door Dr C .. J. Bom7kamp. 
Stralingstheorie. 
IV 
§_ 16 •. Maxv1ell~-~rnr_gelijkingen. 
34. 
Onze vergclijkingen zullen in Gauss-eenheden warden geschreven .. 
'Jij beperken ons tot stromen enJ;adingen in vacuum ( £ = ,,. = ! ) •. Ladings-
dichtheid f en stroomdichtheid l zijn :;y:illekeurigen functies van plaats 
en tijd," zodanig dat aan de wet van behoud van lading is voldaan (conti-
nui tei ts-vergelijking) 
. ~ ~~) f 
div J + ~ t = ~- ( 1) 
--,I:) 4 
Het electromagnetische veld /!, ti van deze ladingen en stromen voldoet 
aan het systeem parti~le differentiaalvergelijkingen 
~ 
div](= 0 (2) 
-4 
(-, 1 l) _Ji_ 
rot '- + -- -- = 0 c d t 
div<:'.: = 4 i7"f 
(3) 
( 4) 
~ 1 ? r 4'ir J➔ (5) rot .. ;; - .l. --::~- = -
V( G (.I t C 
➔ 
waarin c de lichtsnelheid voorstel t. De grootheden Jen ,f ziijn alleen 
van nul verschillend in een eindig gebied random de oorsprong (voor al-
le tijden). Verder voldoend vaak differentieerbaar. 
- ·.'!ij gaan formules afleiden, die ons in staat stellen het veld va: 
gegeven stromen en ladingen te bepalen. Heuristisch gaat het aldus: 
Probeer een vector te vinde111 zodanig dat 
-.::, '7fr 
.Jii' ::::: rot J/ · •. 
Dan is aan (2) automatisch voldaan. Substitueer dan (6) in (3). 
Dit geeft :-) ➔ 
rot1 £ + ~ d~J = O. 
Probeer dus een scalar 'f te•,.vinden zodanig dat 
~ E, rn 1 ~)I} 




Als het nu gelukt om de hulpgrootheden q, en ,4 ui t de bronnen fen f te 
bepalen ~ zi jn 'iv:5 . ._i klaar. 
Substitueer (7) in (4). Dit geeft: 
~ 
4 rr J = div 2 ~~ - a iv gra a </> - cu v -1 '2J {.) (··· ~) 
C ot 
1 ;J(- ~ 
= - Ll )" - 0 , t div. /1 
Een kleine vervormtng geeft: 
.. 1 ) 21' 1 '") [ ~ d T. Alp - 2 ~ = - 4 PJ- - '°t div Ii+ -01 7>~ ,• ~ 7 t C u ~ 
Substi·L1:i.:;;i:.-r v~ .. _~del' (6) in (5). Dit geeft: 
4 ·"')- -J'l -"!) f 1 ·:., I 1 °';)II ,, 
ro·:~ rot /7 -:- ·· -~ I grad (.c + - ~- = ,4...1?_ ( 
C f) ti !,.:. f C c t_. C 1.. 
(8) 
of ook 
-:; A~ 1 'J 2 P i.i-- 1 l- ; 1 ai,-7 grc~a c3.i.v .1 - rot rot - ""'?j '"""i72 = - -t + grad div + c ~f·i: • 
c':. ) t C " _T 
tta.· is de vector operator 11 grad div - rot rot 1; gelijk a.,:;.n /,J, mits we 
..;.Ji 
alles in rechthoekige coordinaten doen. Dus 4~ zij een vector met com-
ponent en /). 1-l , A /-l I lJ 14 • Dan gel dt: X Y,_ Z 
~-;:. ~ ;) ?. ,? 4 ii :, [ ':Jl> 1 ;)~ J /.l. f.;) - ···+,- ::...7-.5 = - -11 + grad div f-' + - ""T"".:'.' • 
,., •·· ., 1... C C (I t 
" . . 
(9) 
- - ..::::.. Het is duidelij!{, dat f-l en (p eenduidig het veld £', Ii be:palen. Het Olllge-
!:t:eerde gelcit niet~ '.7ij ku.nnen bij 'Jr de g:r;_-adient van een willelteurige 
scalar optelle;.1 ~orL6c:r dat ti' verandert. i ve:r·andert dan wel, maar de 
laatste vei·:~ndering kan worden geneutraliseerd door bi,i ~een geschikte 
funct1e op te tellen, en een verander~g van f'heeft op elf geen invloed. 
Anders gezegd: de rotatie van fi is reeds vastgelegd door #<, 
. ..;... 
1I1a_ar de di ve:r·gentie van A kunnen wij nog kiezen. Een der vele mogelijk-
heden is de volgende; ~ .d~ 
di ,,r It+ ¾ 'dt = o. 
In di t ge"ral refalcer-en ( 8} en ( 9) 7,ich tot 
A2'7 ~ 'n . j ~
,_ r-· - ""? 0 t2 = - 4!f f 
t -;; - -\- ? 2 ~ =-!.!. ;. 
C Jt C 




~.7ij kunnen gemakkelijk een particuliere oplossing van het systeem 
( 11, 12) aangeven .. Ala de term d 2 / c::>t2 in ( 11) afwezig is, krijgt men 
de potentiaalvergelijking 
= ... 4 
waarvan de alge:;_nene oplossing is 
<r = JJJ sµ.f ·\ J) d / d r r , r = V (x- i )2+(y- )) 2+(z-S) 2 
af'gezien van een aaditicve f 4nctie, die o:9lossing is van ae homogene 
vergelijking ~Y) = o. 
Evenzo heeft men de bekende "geretardeerde 11 oplossing 
(jJ ( :x: , y, z , t ) =. r.lJ~' s < t .. ?-J , s , t ~ d a ~ d 1i a ~ l JJ r ' -
van vergelijking ( 11) als wel de term d 2 /1 t 2 aanwezi~ is. De physische 
inter:preta.tie van deze formule is duidelijk. De bijdrage van de ladings-
dichtheid ~' tc.,r plaatse l, ~ ,J en op tijd t uit zich op de plaats 
x 1 y,z pas over· een tijd t- f ; ~ is de tijd nodig vsor het licht om 
een signaal eve,:- t...t brG~1gen over de afstand r. 
'.7ij vermocdl.pn aus, dat de :physische oplossing van ons probleem 
- ui t gegeven rrt,r~-,raen en lading het veld te berekenen - gegeven wordt 
door de vergelijkingen 
--:i, -.::::. .... .,,.. 
le = rot n t J == 1 &A grad Co - - -T o J t 
met 
-· J/ c: J av 
.... ,l,,i 
. r ·r" i 
1 I L•' · ' /+ == ..'... l _.:~ a V. 
C , r 
( 13.) 
(14) 
Hierin geeft ! ; retardf-ltie aan. 
i:- .. 
·1 GI C · ' t · b · . i u• onsis-i::en~lQ:·· ..,0w±.J._,s, 
De v7ijze W8arcp (13) en (14) verkregen zijn, is alleen heuris-
tisoh. ~el is het eenvoudig in te zien, dat de door (13) on (14) gede-
finieerde potentialen aan de overeenkomstige golfvergelijkingen (11,12) 
voldoen. fu gewoonlijk kan men in een goed leerboek over het electromag-
netisch veld ee:r1 bcwijs hiervan vinden. Er wordt echter meestal verge--
ten, dat men hiermcce neg niet klaar is. Imm.ers, er moet nog worden be-
wezen, dat de gedefinieerde potentialen (13, 14) bovendien de nevenvoor-
waarde -" 
"'4-. ·1 711..::i 1\ I,.. div n + c -J t = o 




waarbij de indices x en j aanduiden, dat gedifferentieerd wordt naar de 
coordinaten van het veldpunt x 1 y,z, respectiavelijk van het integratie-
punt J , 1 , S. Optellen en toepassen van 
geeft 
grad (1) = - graa 5 (1) x r 3 r 
divx ~J + div! c;J = ¾ divxl 1]+ ~ div { [ fJ 
Verder geldt voor iedere vector 
of in 




divlJ .... [aiv r - -1 -;)J ..!.. --. grad 
C ~ t 
-1 }J 
- --. 0 0 t 
Dit re~:::1;-1:s:::jw;J :ord::3:\::!;1-, Qpte!:en geeft dan 
Dit gecombineerd met (15) geeft 
[YJ 1-f l - ....-. 4 7 -
d . a· : ... , La· T a· . J , t· ~) iv - + iv ... - = - 1.v "" + iv. j= - . iv ./ 
x r ~r r ~ f r !'"' 
omdat de niet-geretardeerde vector .. T alleen van f ,'} , .) afhangt~ 
Integreer nu over-· de hele rui::nte: j ~, r-tJ I E11 j~ - -1 divx "t- CV +J div j7 dV = ¾ ~iv{ J dV, 
(15) 
Bij de eerste integraal kan men divx bu.iten het integraalteken brengen. 
lTie tweede integra.al geeft, omgevcrmd :met de stelling van Gauss, de uit-
]romst nul, o;:~:<'!at in h::t oneindige de stroom overal nul is. Er komt dus 
di V (J[_J dV = fl l rdiv Y}v. 
xi r r L1 f 
J .J 
Di-t, resultaat is gemakkelijk te onthouden: De operator 11 divergentie 11 
werkende op de integraal jf{J_dV (16) 
met betrekking tot de veldpunt-coordinaten kan door het integraalteken 
en de retardatiehaken geschreven worden, waarbij de factor; als con-
stante wordt beschouwd en daaxma de divergentie genomen wordt met be-
trekking tot de integratiecoordinaten. 
Dezelfde regel geldt ook voor de operator d/dt, en wel op veel 
eenvoudiger wijze. Inderdaad is de volgende relatie bijna triviaal: 
1 d /tr] av = 1 ft~J av 
C n )..:.r C r (17) 
,. 3c:1. 
Op~elling van (16) en (17) geeft, met de definities (13) en (14) 1 
"""' :;> 1 
- :)(Cl jfdiv J + ~ div A + 1 -L.. = 1 u t dV. 
C c) t C r 
Het rechterlid is nul, vanwege de continufteits-vergelijking (1). Dus 
is bewezen, dat bij de definities (13) en (14) aan de bijvoorwaarde 
(18) 
wordt voldaan. ~ .jj Om eerlijk te z1Jn, moeten wij opmerken~ dat het veld c, C7f 
gedefinieerd door (6,7,13, 14) slechts een :particuliere o:plossing van 
r.faxwe:j..l Is ver·gelijkingen is. "Tanneer we overal t - ~ door t + ~ 
krijgen we een veld ui t 11 geavanceerde 1: :potentialen. :Bovendien lrunnen 
• wij er een wil~ell:eurige oplossing van de homogene Maxwell-vergelijkingen 
optellen ( f = :5 = 0) • Op grond van 12.hysische overwegingen is het duide-
lijk, dat de hier gegeven particuliere oplossing meteen de oplossing is. 
• 
§ 19. Monoclrntatische straling, 
Het , aat men wel eens over het hoofd zag, dat de nevenvoor-
waarde (18) essentieel is, en bovendien berust op de continuiteitsver-
gelijking, uitte 
rnaar eens het 
a.raad vloeit en 
::;;,,i 
X = y = :J; J i:::: 
vo or -1 ~ z < 1 ~ 
een z-component~ 
zich sorns in allerlei moeilijkheden en paradoxen. Neem 
tische geval, dat de stroom in een dunne redhte 
even groot is op het segment -1 i z ~ 1, 
;::-• e0n vector van constante grootheid in de z-richting, 
~~ --
~r -= 0 daarbui ten. Dan is hier Aeen vector met alleen 
waarin I de constante grootheid Vf3,orsjel t. Ui t de continuitei tsvergelij-
king zou men ve::.:1:weden, aat div .J' = J,t' I = 0 is, en dus Cp .-o. Als 
men dan het veld uttre~rnnt, blijkt niet aan de Maxwell-vergelijkingen 
te zijn voldaan. Hoe komt ait? Natuur-lijk is ~O>- r /:. Oy maar omdat 
r----- ~ 
_J l __ 
-1 
-1 = +1 
volgt 'Jt 
~= 
_t_. -v~ .. 
Men meet dus de d.elta-functies aan de u.iteinden in acht nemen. Physisch 
wil dit zeggen dat, als de stroom aan de uiteinden van nul verschillend 




aal cp ~ Deze moeilijkheden doen zich voor als men zich beperkt tot 
zuiver-harmonische verschijnselen met tijdfactor e-tat. 
·a· ~ 1 ')f.> - o ivf1+ Cot -
eg_uivalont met 
-,.::i. 
d i V ,::; = i ~ ar· 
C ' 
zodaty> kan warden geG'limin~~rd. 
/, = 1 l~ dV In di t geval is -=> p ikr 
C r 
en het veld bepaald door 
-.!I!.. 
-~ = rot /CJ 
...,_:I, 
- -ikf = 2 grad di V /7 ' - k" + 
aarin k (.,) 2 .if e~ ..'.,· W' =c=:~•,) >. de e de vrije ruimte. 
mules zijn 
-twt e is eve 
= 
stil 
ersn onafhankelijk van de t d. 
j a toe te voegen, zodat b~v. 
~,?f>' -i {,vt 1 l 1 e J _ 
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Colloquium 
Ma~he:~sche E.t:<:lblernen uit_je practijk. 
doer :r C.J,Bouwkamp. 
Stra2inrstheo~ie ~·--·-- .,,,_..,,, ___ _ 
R21 ~ 1 e~~~·1·~rh~ ~•~oO~.l. 
'/ \.. • _,.... I.,, .. • '- ,., - .t; "l. £-' " • 
Een ~~~c_!,!~it,che diE._ool kan phj'sisch op verschillende rnanieren wor-
den benaderd. B~jv. door een harmon!sch trillende puntlading. Of ook, 
twee bolletJes op korte afstand1r>an elkaar met oscillerende lading en 
vonk. 1it het gezichtspunt van antenne-theorie kunnen wij het beste een 
electrische dipocl opvatten als het g~ensgeval van een lineaire antenne, 
kcrt t.o.v. de golflengte 1 met uniforme strco~verdeling. Het product 
t st.roomsterlrte maal lengte :ts het moment van de dipool. Niet te verwarren 
met het gewone be grip dipoolmoment ( ge li jk 3.'.in lading maal afstand) • 
Een electrische dipool in de antenne-theorie is bepaald door ziJn moment 
Ni, een vector. Ondanks het academische karakter van deze antenne speelt 
ze een overwegende rol in theorie en practi._ik. Het is een ge11efd model 
als bron van radiogolven. Het is een veldsingularitelt van het allereen-
voudigste type. 
_§_ _21. Veld van electrische dipcol. 
Neerri :1 ::Ln positieve z-richti.ng in de oo~rong. Dan heeft de vector-
.... , , 
potentiaal A maar een 
-4 
component. We nemen als tijdfactor exp(+ jo.>t). 
Dan is, als IMI = M, M -jkr A = - ,e __ 
• Z C r 
waarln r de afstand tassen veldpunt en oorsprong is. Voer in ruimte-
( 1) 
lijke poolcoordinaten r, !:J, 9J· Dan is 
-jkr 
A = M cos :.J _e __ 
r c r ' 
M C\ e -jkr 
A,J = - c sin"'1 r , Af' = o ( 2) . 
De uitdrukking voor rot 1 in poolcotirdinaten zijn wel bekend. Het mag-
neetveld bltjkt alleen een f -component te hebben 
Ha; = 1 { -,. d ( rA 41 ) - :}Ar I. 
r r a r ~ 2~ 1 
zodat jkr H = .JkM sin$ e- {1 +-1...l f c r lkr 1 
Het electrische veld kunnen wij eenvoudig uit jkE = curl 
-+ 
( 3) 
➔ Ti" .-4 H-(4 1 /c)I be-
palen. Bui ten de oorsprong is toch I= 0. Dan volgt o/ = O, 
1 J 
E..-, = - jkr dr (rHy; L 
Invullen en uitwerken geeft: 
E = r """·k,..___,li_"" ___ l- (sin ~ ?tn l . J r s n-v 0 X) / 
- 41 -
E - 2 jkM cos 9 e - jkr J i. + 1 I 
r - c ~ ·- 1 Jkr -( j-k:-r )-2 J (4) 
E~= jkcM sin~ e-jkr (J + jJ + 1 2 l 
r \ r { jkr) \ ( 5) 
Ziehier de volledige ui tdrukk:1.ngen van het electromagnetische veld van 
een electrische Hertzse dipool. 
Voor kleine afstanden r gelden de benaderingen 
H ~ M _sin ,$ E _, fil1 cos ,S E _, M sin .9 
,-, c r2 ' r - jw r3 ' "' Jw r3 (6) 
In de buurt van de dipool volgt het magnetisch veld dus overeenkomst1g 
de wet van Biot en Savart; stroomelement Il = M. Het electrische veld is 
hier gelijk aan het statiache veld van een gewone electrische dipool met 
dipoolmoment M/Jw. De naam ~1..e..£.trjJ!._che dipool van Hertz komt voort uit 
het feit dat het electrische veld overweegt voor r ..... O. Merk op dater 
een phaseverschil van 90° is tussen E en H. 
Voor het veld op grote afstand vinden wij 
jkM t'.\ e-jkr E,_,~ c sin,J r (7) 
De Poynting vector is radiaal gericht. Het veld in de golfz8ne heeft het 
karakter van een vlakke golf. In de golfz6ne zijn E en Hin phase, onder-
ling loodrecht, en loodrecht op de voorstraal; althans in de benadering 
O( r-1 ) . In het overgangsgebied r ....,. o tot r ➔ co vermi?'l,dert het phasever-
schil van Tf/2 tot o. De phasesnelheid, als dit begrip zin heeft, van E 
en His dus niet ge11jk aan c, de lichtsnelheid. 
Het elementaire voorbeeld van de electrische Hertzse dipool laat 
dus al duidelijk zien dat in de buurt van de antenne phaseverschillen en 
afstanden weinig met elkaar te doen hebben. In de golfz6ne (r~a:) is er 
stricte evenredigheid. Deze eigenschap wordt wel eens over het hoofd ge-
z1en bij gekoppelde antennes. 
§ 22. Ener~iestraling. 
Het tijdgemiddelde van de Poynting vector is 
. 
S = ff Re(H.91) Re(EiJ) = g~ (~~) 2 sin2"' 
De door de dipool per tijdseenheid uitgezonden energie (power) is dus 
Tr .2f't 2 2 yr 
P == lim r 2 S sin ::l d,$ . J· df S = kl)'.~ - J sin3 ~ d~ 
r➔ co a o c 
of wel k2M2 
P= ~ • 
Men is in de techniek gewoon, de dipool te vervangen door een equivalente 
ohmse weerstand bij de stroomsterkte I= M/l~ waar l lengte van de dipool 
is. Voor zo 1 n weastand geldt P = ½RI2 • Derhalve is de 11 stralingsweerstand 11 
van de dipool 
2P 2k212 
R = I2 = 3c 
waarin .A de golflengte is. 
- 42 -
(8) 
Een andere nuttige formule geeft het verband tussen de amplitude van het 
veld in de golfz6ne en de power: 
\E.;)l = \ o/\ = rV ~r. sinJ ( r--. 00) ( 9) 
Gebruikt men geen Gauss-eenheden, maar practische eenheden (volt, 
ampere, coulomb, ohm), dan is 
rr 
= 6<?::!! . .11. sin 5 e j ( uJ t-kr~) Ar , E 
met E,5 in volt/meter; I in ampere; A ,r en 1 in meter. 
Verder 
. ") Hru = ..l:..~- sin ;J eJ( Wt-kr+ 2 
T 2.>- r 
in ampere/meter. Deze formules gelden in de golfz6ne. 
Voor de stralingsweerstand in ohms geldt 
R = 80 TI 2 (~) 2 ~ 790(}) 2 
Ook geldt in praktische eenheden 
IE_,\ = ) ~ sin ,3, 
E in volt/meter; Pin watt; r in meter. Voor vele doeleinden is ook 
nuttig de formule tE~\ = ~OO vr; sin j ~ 
rkm m 
mV/m = millivolt per meter, km= kilometer; kW= kilowatt. 






Voor de practijk van belang is een antenne bestaande uit een lange 
maar dunne cylindrische draad, die in het midden gevoed wordt. Zij 21 de 
lengte. De stroomverdeling langs de draad is dan in goede benadering 
I(~) = I 0 sin(kl-k \~I) . }~\ (1 
De vector potentiaal heef~ alleen een component in de z-richting: 
I ( -jkr 
Az = c9.. ) sin(kl-k ,~,) ~ r d~ 
-i 
Dit is een functie van z en? (cylinderco~rdinaten). Het veld is te vin-
den uit 
In spherische co~rdinaten: 
Ar = AZ cos ~ , A fJ = - AZ sin~ , Af = 0. 
Op grote afstand van de antenne geldt: 
)( 
Io e-jkr J jt ;j AZ~ kc -·r- sin(x- \tl )e. cos .· d t 
-)( 
met x = kl = 2 7f 1/A 
De integraal is elementair: 
Az ~~~ ,<cos(_x c::J~i -_c,>_fJ__Jf _e_-_~_k_r 
De overeenkomstige formules voor t veld zijn 
2 j 1o cosfx cos ;J) -Hp,,~ E~~ ~· c---, _.:::.:::..i..:; ___ sin-6 · cos x e-jkr __ ,_r 
Vector van Poynting: 
= ----x £._osl_x_9~...:"' ) - cos :Jf. . I Io\ 2 [ Ci 12 
2 Trcri:: sin -






De 1ntegraal is gelijk aan 
F(x) = C(2x) + [½s(4x) -
waarin 
+ [c( ) -
)( 
S ( 2x) J sin 2x 
( 4x) J cos 2x 
C(x) = j 1.- ~OS t dt 
b 
X 
S(x) = s ~ir t dt 
0 
Stralingsweerstand (in ohms) is 
fr"\ 
R = -:+ F(x) 
sin x 
Voor halve-golf antenne x = Tf;2. 
Dan R = 73 ohm. In dit geval geldt ook 
\Et1\ = 314 vpl{WI cos ( f cos 9 ) mV rkm -- - sin~ -m 
§ 24. Buie;in_g_. 
stralingsformules, waaruithet veld bij gegeven stromen kan war-
den bepaa1d, leiden ook gemakkelijk tot het volgende resultaat: 
Bij buiging van een willekeurig invallende ele:0tromagnetii.sche 3olf a.an 
een vlak oneindig goed geleidend scherm., is het tangentHHe magneetveld 
in de opening ongestoord~ Toepassing van het K'lrchhoff-principe geeft zeer 
goede resultaten, zelfs als de opening en de golflengte van dezelfde arde 
van grootte zijn. 
~ATHEMATISCH CEKTRtJl.'.'., 




Mathematische problemen uit de practijk,. 




Cybernetica beschouwt de problemen welke optreden bij het besturen 
van mechani.smen en :processen. Voorbeelden zijn: 
1) Thennostaat. 
2) Niveauregeling bi.j toiletstortbak 
'3) Besturing van schip d.m.v. roer, fiets. 
4) Luch-:doelgeschut. 
Meer ingewikkelde voorbeelden zijn te vinden in de ph;rsiologie: 
1) Stabilisatie van lichaamstem~eratuur. 
2) Stabiliaatie van de rechtopstaande houding van de mens. 
3) Besturing van grijpbeweging. 
of in de economie. 
4) Stabilisatie Yan marktevenwicht. 
Hier zullen we ons in het b:ijzonder bezighouden met het onderzoek van 
servomechanismen (S.M) en automa.tische regelingen (A.R.) 
Servomechanismen dienen om automatisch de een of andere grootheid in een 
systeem zo nauwkeurig mogelijk de veranderingen van een andere grootheid 
, te laten volgen. 
' Automatische Regelingen,dienen om automatisch de een of andere grootheid 
in een systeem constant te houden. 
f..2-• In de practijk wordt vaak gebruik gemaa.kt van blokschema•s waarbij 
tel.kens verschillende elementen tot een z .. g. kastje verenigd worden dat 
een zekere karakteristiek bezit 
input { } Output .. F(t) Jl(F( t)) 
fig. 1 
Aan een dergelijk kastje onderscheidt men de binnenkomende informs.tie, 
de input, welke doorgaans een tijdfunctie F(t) is, en een uittredende 
getransformeerde informatie ~F(t)} , de output. 
In alle hieronder volgende beschouwingen onderstellen we steeds met 
lineairE:i systemen te ma.ken te hebben,. We besohouwen dan. sleohts lineaire 
operatoren: 
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Dit betekent, dat we van het superpositiebeginsel gebruik kunnen maken. 
Beschouw b.v. eens de responsie van een dergelijk kastje op de input 
F(t) = U(t-) ~ = 0 t ,t 0 
l:1 t)O 
en laat de output gelijk zijn aan G(t) = R(t), dan kan hieruit afgeleid 
worden hoe het kastje reageert op een willekeurige input F(t): 
Denk F(t) benaderd door een trapjes-
curve met treden van de breedte 40. 
Hiervoor kunnen we schrijven 
'I F(6) ~U(t-€>)-U(t-0-AG>)\. 
De responsie is 
o:f' & Gi4i:'> i F( 0) \ R(t-0 )-R(t-Gl-AD) 
in eerste benadering h .[ F( e ) R( t- e) ate • 
Limietovergang ~ G ➔ 0 geeft dus de responsie 
./f'IO 
rt J F( 0 )R( t- 0 )d0 • 
... e,t, 
Een nog eenvoudiger uitdrukking kunnen we verkrijgen met toepassing van 
dej)ira.c functie b ( t) die een stoot op t = 0 met intensi tei t 1 voorstelt. 
Fo~eel kunnen we S (t) als de afgeleide van de unit functie U(t) be-
schouwen. Is nu de responsie van het kastje op een 6 (t) functie gelijk 
aan X(t) dan is weer t.g.v. het superpositiebeginsel X(t) ook de afgeleide 
van R(t) dus wordt de responsie op een willekeurige input F(t) nu gelijk 
.,<Kl 
aan j F( 0 )X(t-@)d0 
Rechtstreeks volgt dit weer uit het feit dat de trapjescurve welke tot 
f { t) nadert als L F( 0 )b( t- 0 )A 8 gesohreven kan word en. 
Schema. 
_!nput 
s ( t) 
U(t) 
F(t) 
o(1 F 1 + oC2F 2 
dF 
n 
t f F( 8 )dQ 
output 
X(t) t 
R(t) =J X(Q)dS 
.. -
G(t) = s F(@ )X(t- 9)d0 :: 
_,,,, 
" ... 




t J G( 0)d.8 • 
•QO ~~ 
Belan.grijk is de responsie op een ainusvormige input .. :Seachouw b.,v. de 
input ae- i tJJ t wa.arvan e.lleen het re§le deel physische betekenis heef't .• 
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De output wordt a_i eiw~ X( 0)d (3 • e- i Wt 
d.w.z. pr&cies hetzelfde periodi~ke verschijnsel, maar m€t een andere 
( c-0mplexe) am:pli tude. ",,,_ 
De e.m.plitudetransformatie :t( w) = j e1 W e X( 0 )40 (1) 
_.,. 
is de bekende Fourier transformatie welke ook verderop een belangrijke 
rol zal spelen. In het algeme~n is x(W) g~makkelijk€r te vinden dan 
X(t) b.v. wanneer het te onderzoeken systeem door lineaire differentiaal-
vergelijkingen gekarakteriseerd is. Uit x(w) kunnen we X(t) a.r. terug-
oo 
X(t) = * J e-i Wt x(lo)dW vinden (2) 
- 0,.:, 
waarbij de integratie h~~l vaak m~t behulp van de residustelling uitge-
voerd kan worden. 
Is F(t) e8n willekeurige inputfunctie, dan kunnen we F{t) in sinus-
oompone:nten ontwikkelen .., .a 
l F ( t) = 1 J e - i Wt :f ( Gu ) d.W '2'"ir'"_(:'d f ( W ) = 1- e i W t F ( t) d t. 
- .,0 
De component i- e- i w tf(w)dW geeft de responsie t,r-e-iwtf( w):x:(w)dc.tl 
zodat de totale responsie ook als 
1 f .. 00 • Wt 
'JIii-- e-1 f( w)x( W)dw gesohreven kan worden. 
~ rr _,,, 
Mathematisch b~tekent dit niet anders dan dat de Fourier transform van 
,te,O J F( 0)X( t- 0) d 0 gelijk aa.n f( w )x( w) is: 
-(>(} ·~ . ft s F(8 )X(t-0)dc9 =;: F(t)./ G(t) (3) 
•O,:, 
{ 3. Servome chanismen. 
J Het ~chema van een servomechanisme is in principe 
- ..!l. E lt} fig. 3 
Hierbij wordt dus verla.ngd dat de output G(t) zo getrouw mogelijk de 
inputfunctie F(t) volgt. 
Daartoe wordt de output G(t) voortdurend met F(t) vergeleken (teru.gkop-
peling) zodat op de servo de aandrijvende kracht l(t) = F(t)•G(t} werkt, 
Uit de figuur volgt 
F(t) ... .JL f(t) == £ (t) 
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of _.,..,o 
F ( t) - f .f ( 0 ) x ( t- e ) d e = E ( t) 
De discussie van (3) kan na op verschillende wijzen gesnhieden. 
1°. Beschouw een sinusinput ·met freQuentie w. 
2°. Beschouw de Fourier trasform van (4). 
3°. Beschouw de Laplace transform van (4). 
(4) 
In verband met het in de vorige paragraaf besprokene komen deze 
methoden in feite op hetzelfde neer. 
In de practijk is het prettig om met Laplace transform te werken. 
Bij statistisch& beschouwingen kiezen we bij voorkeur de Fourier trans-
form., 




= cf. { F ( t) ~ = J e - s tF ( t) d t 
.,.a<J 
1 f o+ii,..e, st 




Spreken we af dat steeds s·= - Wi, dan zijn zowel (1) en (5) als (2) 
en (6) identiek. 
of 
Toepassirg ~tan Larlacetransfonnatie op (4) geeft i.v.m. (3) · 
f ( s) -· £_ ( £ ) • £ ( X) = j_ ( ~ ) , 
1 
= 1 +x( s") f(s) 
x( s) . . ( ) g( s) = 1-rxcsrf s 
(7) 
(8) 
Ui t ( 8) blijkt, dat het blokschema van een serve verve.ngen kan warden 
door ~~n A.Aqu1·~•~:E0·1:1~ 1:a~tJ·~ m~t t · · ka kt · t· k x(s) v, .• -- v n~ - , ,r_ "' ~ c ransm1ss1e ra 8J'.'J.8 ie ~-'.:+-x(sT 
F(t) -•· --~ x(s) 1+x..,..Cs-...... )- \ .. G(t) 
fig. 4 
~ De werking van een serve kan :pr.o:2ort~onee~ zijn hetgeen wil zeggen 
dat voor de output H( t) Y verkregen ui t een input F( t) op de serve zonde: 
terugkoppeling, geldt, dat 
o:f L\H = ex AF 
R(t) = c(U(t). 
0( is ds proportionaliteits:factor. 
Een integrer8nde vVE::rking wil zeggen 
t ~ H = ~ ~ ~ Fdt 
R(t) = ~t 
Een diffE:.:rentic;rende werking wil zeggen 
L1 H = 1 h f3. F 0 
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Gecombineerd krijgen w~ 
t 
l1H = (o<+r J dt + { h ) 6 F 
Hieruit volgt dat ~oar de transmissiekarakt~risti~k g~ldt 
x(s) = 0( + t- + Os 
De teruggekoppelde seno heeft de karaktsristiek 
x(s) = ~+ds+6s2 
1+x(s) r +(1+ o<)s +Ks2 
Uit (11) volgen allerlei belangrijk~ conclusies. 
(9) 
(10) 
( 11 ) 
Voor zuiver proportionele actie gaat h~t rechterlid van (11) over in,:'« 
hetgeen wil zeggen dat in fig. 3 
0( 
G( t) = 1 + o' F( t) , 
zodat de output nooit gfihe~l gelijk aan F(t) kan worden maar er sl6chts 
principieel van afwijkt. 
Toevoeging van een intagrerende actie geeft 
J:_ G( t) = ( 1 - ~ + ( j + c:( ) 5 ) £ F ( t) 1 
waarui t volgt, drtt de 0~1tput veranderingen in de input nauwkeuriger 
volgt. De r~sponsie op F(t) = U(t) is b.v. 
~ 
{ 1 - 1 :o; c- 'f'+ort !u(t), 
Vergroting van~ verbetert dus het proves. 
f5. Stabili tei t. 
Alleen die seno's zijn bruikbaar voor welke X(t) niet onbepaald 
aangroeit. hen ingaande verstoring of verandering mag niet versterkt 
warden. Nu moet dus x{s) in het rechterhalfvlak analytisch zijn, en ook 




De functie 1+x(s) mag dus in het rechterhalfvlak geen nulpunten hebben. 
Lit onderzoek wordt door Nyquist a.v. verricht. 
Hul;pstelling. Is w = <f { s) een functie ana.lytisch in en op de gesloten 
kronune C met uitzondering van polen binnen C en he~ft f(s) ge~n nul-
punten op c, dan beschrijft ween cune c•, welke de oorsprong in het 
w-vlak zo vaak omcirkelt als het exces van de nulpunten boven de polen 






Nyquist kiest nu voor f (s) de functie x(s) en voor C de imaginaire as, 
eventueel voorzien van singulariteiten omzeilende halve cirkeltjea, Het 
aantal malen dat de beeldkromme C' het punt -1 omcirkelt is nu gelijk 
aan het aantal nulpunten van x(s)+1 = 0 in het rcchterhalfvlak. 
In vale gevallen is x(s)+1 = 0 te schrijven als een gewone algebra!sche 
vergelijking. Hierop kan dan het bekende criterium van Hurwitz toegepast 
warden. 
Voorbeeld. De in de practijk voorkomende systemen zijn i.h.a. aanmerkelijk 
ingewikkelder dan het in 3 gi::geven schema. 
Ben typisch voorbeeld is 
G. 
" 
c,{ If fft"E'l'\fo:;.o.l fi"\rl1 
r----s--a ____ .._.,_.,...-1. 
u..t . 
F lo.st- J 
Twee assen warden in hun relatieve positie vergeleken door een differen-
tiaal. Het verschil t bestuurt een servo mtt proportionele K, differen-
tierende Len integrerende actie N. De servo drijft een last met traag-
heidsmoment :J aa.n. :t;en demping F vertraagt de output evenredig met de 
. 
snelheid 00 , De vergeli jking van het sys teem is 
di f J· d2 00 d0o 
1 K € + 1 a:t + N E dt == . dt~ + F -a ..... t-, -
dus wegens E = ei - eo 
De stabiliteitseis is 




IC( L+F) ') J N. 
f 6 Automatische regelingen. 
.£ e .. 
J. 




Bij een in het bovenstaand schema van een gtr~geld proces wordt door de 
regelaar getracht de bedrijfsgrootheid x(t) zo go~d mogelijk constant 
(=0) te houden. De regelaar wordt door een verstoring in hat proces in 
actie gebracht. De regelgrootheid g(t) brengt dan in het bedrijf de 
verstoring tegenwerkende wijzigingen aan, waardoor dus in feite weer een 
terugkoppeling gevormd is. 
Proces en regelaar worden gekarakteriseerd door hun r~sponsie op een 
~ -verstoring: 
responsie proces X(t) 
responsie regelaar -Q(t). 
La.at nu een st,ring S~t) het bedrijf beinvlo6den. De door de gecombineerde 
actic van proces + regelaar gevormde bedrijfsvariabele noemen we G(t). 
Dan zal dus G(t) een van S,Q en X afhang~ndb functie zijn. Deze wordt 
uit het hieronder volgende schema gtmakkelijk afg€lezen. 
of na Laplace 
of 
S ( t) - X( t) " Q ( t) * G( t) = G( t) 
transformatie 
c£ S(t) - x(s)q(s) f... G(t) = /. G(t) 
o(G(t) = i+x(~)q{s) -(s(t) 
( 12) 
( 13) 
De oonclusies die uit (13) getrokken kunnen worden zijn analoog als bij 
servo's. Stabiliteit eist weer dat de wortels van de 
i 1 + x(s)q(s) = 0 ( 14) 
in het linkcrhalfvlak liggen. 
De procesresponsies X(t) kunnen zeer verschillend zijn. We onder-
scheiden de volgende typen we kiezen de responsie 
t 
Rx( t) = J X( !J) d (J va.n het pro ces t. o. v. een eenheidsverstelling van de 
regela.arL 
I. Proces met 
1) 
2) 
R = 1 -X 
zelfregu.latie Rx( t) -1 
t t t 2 tn-1 
e- (1 +TT+~+ ••• + (n-1)!). 
t-tD l 
- exp - ~ JU(t-tn), proces met wachttijd tn• 
3) Rx= U(t-tD). 
II. Procew zonder zelfregulatie Rx{ t),➔ ()(.). 
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/ 11 -0 n-1 ~~ ~ a0. 1 ) R = - e ~ X 0 J. 
2) Rx = ( t-t])) U( t-t])). 
De corresponderende Laplace transform (x(s) ~ X(t)) zijn. 
I 1 ) 2) -tDs 3) 
-tDs 
x(s) 1 x(s) e x(s) = • = st +1 • = e . { s+1 )n C 
II. 1 e 
• i!Ds 
1 ) x(s) = 2) x(s) = . 
s(s+i)n s 
Een belangrijke kwestie is hoe WE bij een g8geven proces een optimale 
regelaar zullen vinden. Daartoe beschouwen we het proeesgedrag bij een 
eenheidsverstoring S(t) = U(t). 
Uit (13) volgt 
G(t , 11'.s 1 = 1+x(s)q(s) • 
\Ve &isen nu voor optimale regelingt dat 
00 
Volg.ans de 
J G2(t)dt = minimaal 
0 
stelling van Parsefal is 
1 J c+ i"" 1 / \ 
2lfi c-:ioo { ~+~'(~)q(sJ 
dit aequivalent met 
2 d ' . 1 s = n11n1maa ( 15) 
Het linker lid van ( 15) kan eenvoudig berekend ,vord€n wanneer de integrand 
eGn quotient van polynomen is: 
1 Jc+i~ A(s) \ 2 ds 2J'ji c-ioio \ 13( s) ~ 
A(s) Sn n-1 + a = + a 1 s + • • • n 
:a( s) n n-1 bn = s + b 1s + " .. + 





(intanding bij s=O). 
De polen in het bcneden halfvlak zijn s ;::: 
drukking 
s2 :B(-s )B' (s ) 




b. reeel, B(sm) Q == J 
s i, dus vinden we de uit-
m 
( 17) 
een symmetrische vorm in de wortels van B(s) = o, dus rationaa.l uitdruk-
baar in de co~fficienten van A(s) en B(s). 
In de practijk nE::emt men meesta.l genoegen met proportionele + inte.grerende 




De coefficienten o<, ~ moeten dan uit het minimum probleem bepaald worden. 
Voorbseld 
Proces I 3 geeft voor n=3 de conditie 
M ~ ,J.,_ (I <_r1) 6 2 /ds = minimum. 
,:::n J. J Ifs (s + 1) + o<s+ (3 J 
Uit (17) volgt (na moeizaam rek&nen) 
M = 9 - k + 9~ + 6~k - 3@ 2 
2 ~ ( 9k - k:2 - 9 ~ ) , k = o< +1. 
Stabiliteit eist 9k / k2 + 9 ~ • 
MATISCH CENTRUM, 
ocrhaavostr. 49, 
TE R JJ AM - O. 
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Colloquium 
~.fathematische pr_oblemen ui t de practijk 
door Dr I-I.A. Lauweri0r. 
Fourier-transformatie. 
C_yborn0tica 
II en III 
In do onderstaande twov stollingen vattcn wo d0 voornaamsto 
schap::pon van de F-transforrn.atie samon, w0lk0 we bij d0 latore bv-
wingon nodig zullon h~bb0n. 
s f(x) f L2 a.an guldt voor 
A 




~ ;· \g(x)( 2dx = / jf (x)/ 2 dx 
-oo -oo 
A 
f ( ) . 1 / ( ) -ixy x :::: lim 2 * g yo dy. 
fl -A 
ling_ van Planch0rel 
s g 1(x):::: Ff 1 (x) on g2 (x) = Ff2 (x), dan is 
co co 
f f 1(x)f2(x)dx = ·2~ J g 1 (x)g2(x)dx, 
-co -oo 
00 
= 2~-- / g1 (x)g2(x) ax, 
-(I) 
00 
/ eixyf 1 (x)f2 (x) dx = 
-00 
00 








( 1. 4) 
( 1. 5) 
( L 6) 
(1.7) 
Laat F(t) evn reUlo of comploxB tijdfunctie zijn, wwlke Zich 
hot gohole interval -oo < t < +oo ui tstrekt. We st0ll0n ons vo or, 
at gcid&tailleerde gedrag van F( t) te weinig overzichtelijk is• Om 
ch wat van F( t) te kunnen ve:r·tellen~ beschouwen we enkele statis-
e grootheden, welke met F(t) in verband s.taan: T . 
[F(t)j Av= lim 2\ / F(t)dt T-,oo -T 
gemiddelde waarde van F(t). 
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T 
<r2 = IF(t)/A2v = lim .,1T· · l F(t)Fff)at I T.-:;i (X) ('.. -T ( 2. 1) 
is het kwadratisch gemiddelde van F(t). 
T 
' ··1 • 1 , 
l~7 1i'(t) = lim 2T I F(t+T)F(-r-)d~ TL. T~oo lT (2.2) 
is de aan F(t) toegevoeGde autocorrelatiefunctie. 
Tij dfuncties I waarvan dezo sta tisti sche eigenschap9en onafhanke-• ·· · 
lijk zijn van de keuze van het bogintijdstip t = 0 heten stationnair0 
tij dreeksun. J). w. z. T 
/Cf "r;\Tjl(t) = lim 2~ J F(t 1+T)F1t2+nd 
. .c .i: T-m -T ( 2. 3) 
'7 lmott 1-t2 =t. 
We merken op, dat (f FF( 0) 
tit r:e beperken ons hier tot die stationnair1..:: tij dreeksen, waarvan de 







F(t) = A 1e + A2e , 
u 12 iW1t f 2 i~t 
TFF(t) = /A1[ e + !A21 e t 
F( t) 612 
i 1t\ 2=. F( t) = e \ 2 
F'( t) = e it2 
crFF(t) = 0 -
cr FF( t) = 1. 
rFF(t) ={ 6 t = 0 t .Jo. 
Uit deze voorbeelden blijkt, dat de autocorrelatiefunctie slechts 
de amplitudeinformatie van F(t) overneemt, maar de faseinformatie van F(t) 
verwaarloost. Hot is dus duidelijk, dat F(t) niet uit f'FF(t) teruggovon-
den kan warden. 
Eun bolangrijke eiganschap van 
1 ) I Cp }t'~(t) { tf FF(O). (2.4) 
2) Is q_;FF(t) continu int= o, dan is r-} FF(t) overal oontinu. 
Lc;aij s 
T 
lim 2~ f F(t+r)F(f)d1•·~ T ~oo -T 1) 
=q:• jF(O) .. 
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f g(t+f) - <pFF(t) \ 2 = lim ctt)I f_T(.F(t+T+f) - F(t+z-)jFTT:Tdt/ ~ 
\ T~co -T 
T T 
< lim (*) 2 { I F(t+r-r) - F(t+-r)( 2 ar f 1 F(c)l 2 dT= 
T~ ro -~ t -T I 
T 
= q>FF(O) lim * f{IF(t+f:.f)J 2 + (F(t+C)/ 2 - F(t+c--E)F(t+n + 
T~OJ lT' 
- F(t+r-/;F(t+·t)}dT = 
= Cp FF(O) { 2 {FF(O) - Y FF(-f) - f FF(c);➔ O voor ~-.:) O. 
Naast do autocorr--:latie van e;un functie kunnen Wu ook du kruiscorrulati0 
van twov functios F(t) en G(t) buschouw8n 
T 
-
Cf Fg( t) = lim 21 / F( t+?')Grnd,. T-."oo _I£ (2~5) 
<fFg on~F buhooven ni8t gelijk t0 zijn; ~F(t) = Station-
nair0 tijdruvkson waarvoor do kruiscorrelatie nul zijn, h0ten onafhanku-
lijk.· 
i . .3• Het_ ~cctrum. 
Bij clko Fouriercomponont Ac-xtlt van eun stationnairo tijdro~ks 
buhoort cen 
op do plaat 
n i6:kt 
•
1 onergiu II fA j 2. In hot oncrgie-froqul;ntie diagram luvert di t 
,v CBn Diracfunctic van dd int0hsiteit \A\2~ De tijdre0ks 
~Ake luvurt aldus 1;un lijnonspl;ctrum mot totale intonsitoit 
n ,,,-
~!AJ ~. Onzo taak is hut dus om F(t) in zijn Fouriercompon0nton to ont-
~indun co J iv:t -F( t) :;: o f ( t.._,) d (u , 
-00 
zodat uit \f(t:,...1)j 2 h0t sp...:ctrum kan word0n afg0LJid. I.?1~a. bostaat f(1...,) 
ni0t, omdat F(t) ni0t tot 12 bohooft te behor0n. 
Echtor· buschouwen Wl: nu <f FF( t) welk1;; d1;; volledige cnorgicinfor-
matie levert. Het spectrum is nu zonder meer de F-transform· van de auto-
correlatiofunctie 
~ cw) = -1... roo -ii,..it I/) ( ) 
'--\-J 2 rr e T FF t dt. 
-co 
Om van het lijn~nbestandde8l af to zijn, kunnen we i.p.v~ 
priori het gointegr~erde spectrum beschouwwn: 
00 • 1 • ..I-
,- ( uJ) - 1 . f 1 - e-:-1-vll {fJ 
v - 2 ff i t 1 FF ( t) d t • 
... oo 
(3.1) 
(3.1) oak a 
(3.2) 
Dcze formule vormt bij Wiener het ui tgangspunt van zijn beschouwingen .. 
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§ 4. Li_119a.ire ou0ra tor en. 
Een linvairu opu1ator k~n b~paald wordun door zijn rosponsiu 
X( t) op c:un dol tafu.nctiu [" ( t;. I.Lt is duid"'lijk, dat in de hier beschouw:ie 
~is· h t v·' t' "' ' n "( ) · t 
., "! c e sys emen •'I.\·. ,i = u voor t <' .J.. ...e responsie \J t op een 1.npu 
F(t) is t 
G( t) = j 
-en 
Voor de iouriertransforms 
CD 
r(t)X(t-t")dt = r F(t-r)X(t )d 1". 
·o 
. it 
x(l!..) = / e1 ' X(t)dt, (4.2) 
0 
enz. geldt volgens (1.7) 
g ( !'.t.• ) = f ( t, ) x. (u.i ) • ( 4. 3) 
( \ -iE<.'1; . ( , Als Ft,= e is volgens 4.11 
r.J, +.) = -i<..>t ( . ) 
• ~ 1 ~ e X ttl • 
''9Men schrijft vaak x( l/4.I) = exr{A( ~,,) - i:S( ul) , waarbij A( ~J) de 11 gain 11 
geeft en B( w) de fase-:.rerschui ving. 
Een li.neaire operator is dus vol edig gekenmerkt door de functie 
x(t<> ) , welke volgens ( 4. 2) in het bovenvlak Im 6-i > 0 analytisch is. 
In sommige gevallen is X(t) geen functie in eigenlijke zin, ter-
wijl toeh X(k)) bestaat., In feite zorgen we, dat formule (4.3) steeds 
geldig blijft. 
Een typisch voorbeeld is de differentieeroperator 
G(t) d F(t), ;:: dt 
X( t) :::: ',( ... ) (i w , 
x(u,-1) :::: 
- VJi, 
t~ 5_ .. Probleem van Wiener~. 
·- Gc.::;cve:a is een stationnaire tij dfunctie F( t). Gevraagd wordt een 
optimale operator X(t) te v"inden, welke slechts op het verleden van 
F(t) werkt zodanig, dat de responsie G(t) een zo goed mogelijke benade· 
vormt van F(t+o{) ( 0-\'.>0). 
Dit is dus een voorspellingsoperator. 
Zo goed mogelijk wil zeggen 
T 
lim 2\ ./ \ G( t) - F( t+t< )/ 2 dt = minimum. T~ - -T I 
Voor (5.1) schrijven we 
T oo m 
lim 2~ J \ F( t+D<) - "( F( t- 'l)X(l'"'} dI f dt = f ( 0 )-2Re f Cf(~+ f)X(t-) d r + 
T---71\X) -T o o 
T oo m 
+ lim ~ [ dt / F(t-cJ)X(ct-)d a- j F(t-_-fJX(t;dC-= 
T ➔ co .,__ o 
co 
=<f (a) - 2Re / f {ot+ T)X{t} de+ 
0 




De uitdrukking (5.2) moet nu minimaal gemaakt worden. Daartoe passen we 
een variatieprincipe toe. Stel 
x('t')-, x( 't) + 'f' dx(r) 
en rlifferentieer naar f en laat 'f ➔ O. We vinden 
00 CO }['f' "+"t) - [ 1t<-d'Jx(rJ dtr J~x(r) d r = o. 
Dit leidt tot 
co f Cf (,<+() = ;/f)( t-<1X(0 ) do t ') o, 
waaru.it dus X(t) bepaald moet worden, 
Het rechterlid van (5.3) is geen volledige convolutie, zodat toe-




Het kunstje co q, ( t) = f 11 ( ft) y 2 ( t- ~) d {i I 
-oo 
<f1<t) = 0 
¥2<t) = 0 
t > o, 
t < o. 
is een goede remedie. Substitutie in (5.3) geeft 
0 0 CO ' ff/;<0) f2W+t-0)a(1 = / t/ 1(Q) /~</4.(t-o-o)x(,'J)d r .. 
-co -co 0 
Aan (5.5) is voldaan, zodra 
J fi o<+s) = r ¼ ( s--'1iX( o'J d •7°" 
7 s = t- f) >O. 
Toepassing van F-traneformatie geeft nu 
m ,,/ co oo . () · f eiws Y-- 2 (a+s) ds = ~/ X(r.; ar /- e10ff../ 2 ( s- I) ds, 
0 0 0 
dus co , co co r / 
6( e1(.,,.'s ½ (~+s) ds = / e1 c,.£X(tr) d er _J e1~ s-,r) 12 ( s- '1'; ds, 
of 
is. 
( 5 .,4) 
(5.5) 
(5.6) 
x(w) = i;t)«,} r e1" 6 ~(0(+s)ds, 
waarmee de voorspellingsoperator dus bekend 
Alles berust nu 09 de mogelijkheid van (5.4). Fou.rier-tra.m.sforma-




Y..2cw) = l .1(u+v1Jt½(t)dt, (5.9) 
Gu= u+vi 
zodat lf 2( ) voor v >-O blijkbaar een, pegrensde analytische functie is. 
Om.gekeerd zijn deze eigenschappen van 'f 2(lo) voldoende, opda.t 12(t) 
voor negatieve t nul is. Analoge eigenschappen gelden voor 'f 1(tc} voar 
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voor ..,._., 1 ,,.,,,,,, O 
.J........ .· ~ • 
Men heeft c/i(u) ~O. Gezocht wordt nu een ontbinding 
,.,.-1. cu) = Y 1 cu) </2 ( u) , 
I I y . 
waarbij 7/1 (u+vi) v < 0 en </2 (u+vi) v >0 analytisoh zijn. Als dus y 2 (0<->)::: P(u,v) + :.Q(u,v) 
' I 
'f-1 (C,.)) = P(u,-v) - iQ(u,--v)? 
dan moet 
en 
l</2(u) /= V cj,(u). r/ (5.10) 
Van de i 1n v ~ 0 begrensde analytische functie 12 kennen we slecht s 
de modulus op de reele as. Hoe dit te completeren? 
Van de functie , · 
A ( w) = 1.n t/2 ( u ) 
is de waarde van het reele deel op de reele as bekend, nl. 
Re \ ( u) = in l (/ 2 ( u) I = -?z !n cp ( u.) • 
Dus 
Re )i(w) = Re 1 [co 2n, i 
-co 
QJ 
ds = Re 1 / C...i ln pi., s) ds 
2ifi O 8 2 _ t.c2 
en 00 
.,\ ( C ,J) = 2 IT i 2 - 2- ds • (5.11) ""\ 1 [ Cu in Ct( s} 
s -Co 
De functies Y. 1 (11>) enf/ 2(w) zijn daanmede dus gevonden. C/2(l,J) 
analytisch in het bovenvlak en bezit daar ook geen nulpunten. 
is nu 
Uit (5.7) volgt dus nu x(co) nl. 
co 




C( ( t) 
cf> ( Gu) 
··y 1 ( (,.} 
f2(t) 
= -?;e- hf' 
1 
= 1+ <o2 ) 
- .......1-
- (...u -i ' 
. -t 
= -ie , 







1-i{,v = -~ e • 
( 5. 1 '.2 ), 
q:(t) 
4 (t.<1) 2 V2 1 
(sin 11:_.2 _ + cos _j;_) 
, V2. t , o, 
= 
l 1+w4 ' 
= 1 1 
(W+ 1:+i)(Go -1+i), 
~-- + v 2 
Hierbij 
( ) . I,_ -rX:/\12 IP( 
X 1 '' = J. C'..df 2 6 .., '°' sin l,r--<· + 
· V 2 
treedt ~us een differentieeroperator 
_c:x_ I '-2 ix. e,{ , 
e · ' ,., (cos - + sin ·~ \n y 2 
op. 
(y_;y_bernetica III) 
.§..6. GegeQeraliseerde Fourier-transforms. 
Voor sommige doeleinden is het toch wel plezierig om ook van func-
ties, die niet tot 12 lJehoren een F--transform te kunnen definieren, b.v,. 
F(t) = t. Daartoe beschouwen we 
O'.) 





De eerste integraal bestaa t voor . Im· W )W~. 
:De twee de integraal bestaat voor Im w .( w~. 
A~ lu - ,. W + J_S L 
~ 0 0 
'~estaat de gewone F-transfor1n 
..J. in de strook w' / I ,. 1 / w-o ·-.._. m......,. '- o• 
_·_:,:::; w-- ( l-)+, bestaat f ( <») dus niet. Echter kunnen we f+ ( (;t)) 0 '"\- 0 
(6.1 
(6.2 
en f-(lv) analytisch voilrtzetten .. In het gebied, waar de beide functies 
nu bepaald zijn 5 kan dus f(u) gedefinieerd worden. 
Y!e nemen nu aan, dat f+( w) en f-( W) in het gehele vlak analy-
tisch zijn met uitzondering van enkel- of meervoudige polen. Aldus is 
dus f( W) = f+ + f- een in het gehele vlak analytische F-transform. Tie 
omkering van (6.1) en (6.2) is blijkbaar 
ia+oo 
F(t) = _L J 2 rr . ia-oo 
ib+oo 
e -iWt f+ (t.u) a.w + ~ f 
ib-co 
waarbij a / + l-V o en b 'w ~-
Voorbeelden 
1 ) F(t) = t f( to) 1 = 
- ~-(At.. 
2) F( t) e \t\ f( w) 1 = = 
7T(1+t;}) 
.; 
Als F~..:t) = F(t) geldt ook hier dat f(W) reeel is o:p de reele as, of 
algemener 
f-c ui) = f+Cw> 
f+ < ().)) = f-Cw). 
In toegevoegde punt en neemt f( W) dus toegevoegde waarden aan. 
§ 7. ])e integraalver_gelijking van Wiener~ 
De integraalvergelijking van Wiener beschouwen we hier in de vol-
gende vorm co 
Z'.j ( t) - ~ :f ( t- li) X( o) d (S' = 0 
t :i O. 
We nemen aan, dat op de t-as l~(t)\ < e t\t\ en \f(t)l < e"lt\ voor ellM 
t> O. De F-transforms z+(t~) en 'f+(<M) zijn dus analytisch en begrensd 
in elk bovenhalfvlak Im w;; f> o. Analoog z-(w) en q)-(w). 
':re zien, dat aan ( 7. 1) een gehele Jcl;:;i.si:e X( t} functies voldoen. 
',7e beschouwen hierui t die :c( t) functios voor ·r,elke x( w) analytisch is 
in Im W j O (:;n a, \ {'f (t-6'):;;:(o')d6"\<e£itl -oo <.t (_+ro 
voor elke ~) O. Aldus bestaat de gegeneraliseerde F-transform van de 
functie co 
(Q (t) = ~ (t) - J f (t-G)X(ct)dl 
0 
nl. q -( ll.J) of q ( w), wolko elk bene denhalfvlalc Im W 4 t < 0 ane.lytisch 
en begrensd is. Voor t ( 0 k11nnen we (Q(t), dus q(W) vrij kiezen, mits 
I (Q ( t) \ < e E. It\ • De F-transform van (\> ( t) kunnon we oak schrijven als 
ft q(w) = Z(w) - tp(w)x(w~ (7.2) 
De o:;_,...,.:.:ro is C:.::.3 hierui t x( w) zodanig te bepalen, dat 
1e. x(w) analytisch in het bovenvlak Imw>O, 
2e. q( w) analytisch in het benedenvlalr Im UJ < 0. 
Beschouu eerst de homogene vergelijking met ~ ( t) = 0 
q> ( w)x(lv) = q(w). (7.3) 
We kunnen 9' (w) op de vroeger beschreven wijze ontbinden in het product 
t1' 1(w) cp 2 (t-v) met q> 1 (W) analytisch on nulpuntenvrij voor Imw)O en q, 2(w) analoog in Ltw{O. Uit (7 .. 3) volgt, indien x({4)) analytisch in 
Im w:,p O is 
x(l<ll ~ qi,\w1( {;til,·~ 
,;iodat 'f'g;r:JJ een geh;~;~u~ctie voorstelt, of m,a.w. 
. x(l.o) = -
~1W 
Indien we voor x( W) pol0n op de reele as toelaten, lmnnen we dus voor 
G(w) een willekeurige analytische functie met slechts rGele :polen kie-
zen. De keuze van G(W) wordt natuurlijk beperkt door het gedrag van 
x( W) voor Imw ➔ co. 
Er rest nu nog een particuliere oplossing van de volledige verge-
lijking (7.2) t vinden. !~u lllOet dus 
Z ( u>) - [ x ( W) o/ 1 ( W) J ¢ 2 ( W) = q ( i,,V) ( 7. 5) 
in h~·c; benedenvlak vrij van :polen zijn. Stel nu 
x(£t(})tp 1(W) = y(W) W'~ = W(W) 
~ = r(W). 
~7.5) gaat nu over in 
1,Y( W) - y(W) = r(W) 
met y(W) anal;vtisch in tovcnhalfvlak en r(w) analytisch in beneden-
halvlak. W(W) moeten we nu opvatten als de complete F.transform van 
een functie w( t) waarvan r,+( «ill) en w-(u,;), de eenzi j dige F-transform 
in boven- resp. benedenhalfvlak analytisch zi jn. Door nu r( W) = W( 4.1) 
te kiezen, is aan alle eisen voldaan. We vinden zo 
. 1 + 
x( W) = 11 ( <AJ 'j W ( W) , 
m ia+oo of 
x(W) = ¢1 ( eiwt dt J e-iQt _Z~l'1~L __ a,z 
21f 1(wi j ia-oo ' a~ o. 
De algemene oplossing van (7.1) is dus de som•van (7.4) en (7.6). 
§ 8. Uit,gebreid probleem yan Wiener. 
(7.6) 
Het in§ 5 opgeloste probleem kan aanzienlijk gegeneraliseerd 
word~n. In dez~ § beschouwen we een input, die opgebouwd is uit een 
-~tationnaire tijdreeks F(t) welke de informatie bevat en een station..i. 
naire tij dreeks G( t) welke de ruis voorstel t. ]Jen kan nu vragen naar 
een operator X, die toegepast o:p F + G zo goed mogelijk F( t+ ~) bena-
' . dert. Dit betekent dus, dat 
lim 2~ JTI F( t+ ,r) ~ r F( t-~) + G( t-.'.l) X( j ) d!i\ 2 dt ( 8.1) 
minimaal gemaakt moet v,orden. 
Een iets ingewikkelder probleem komt te voorschijn bij het hieronder 
gegeven diagram van een servo 
F(t) > \. X ] 
v(t) 
7 A ]-~-- ➔ H(t) 
·~ .. l. I 
A is een gegevr1n operator, X is een corrigerend netwerka We lezen af 
(F-H) I( X * A + G ,. A = H 
dus 
h( w ) = a( (.,J,)x( w) w + a( '-'J' 
1+a(w)x(,o) f( ) 1+a(w)x1w) g(<.{)) 4 
Stel nu 
a( W)x~ w) • ( lv) 1+a(c..v x{ w) =, ' 
dan is 
h(W) =~(W)f(W) +a(,..,)\ 1 - ~( w)}g(W). 
De onbekende oper8.tor ~ ( w) moel~ui t 
T 
lim ~T j \F(t) - H(t)\. 2 dt = minimum (8.2} 
af geleid worden. Beide problemen zi jn vervat in: De output in een lineair€ 





H = ( A 1 ~ F + B 1 ~ G) * X + ( A2 * F + B2 tt G) 
Het minimum principe is 
T 
lim irf i \F(t+ o<) - ? H( t )\ ~ dt = minimum, 
-l 
dus 
Vie maken nu gebruik van de volger:de herle:idingen en notaties 
L = AtF + BtG 
M = A2~F + B2~G 
:fA(B+C)(t) = f1\B(t) + J'Ac(t) 
co j (0 ' · cfi-( ) = JAB I- -c+ JC (5'' d d' • 
-co 
Hiertoe k:i . :mnen Wd voor (8.5) schrijven 




+ 2Re f rMT,(t):X:(t)dt + J f .1'11(C➔ -~?)~C{Ci1lX(62)do,d62 = min.(B.6) 
0 •·•- 0 0 I -
~oepassing van het variatieprincipe 
X(t) ➔ X(t) + £$ X(t) 
ge,::ft de integraalvergelijking van ·;aener (7.1) 
ro l ~ ~ t ~ = [ f LL ( t-J) X ( ~) d<!' ' (8.7) 
Het is interessant om (8.7) op een iets andere wijze af te leiden. De uit-
drukking co co co 




0 Q O .LJ.i.J I 
geminimeerd worden. Substi tuec;r nu 
00 
~ ( t) = J :ITT ( t-S) Y ( S) ds, 
r .w.w 
geeft00 00 u co ro 
- f f fLL(t-s)Y(s)Y(TTdsdt + j f f 11(t-s)\X(s)-Y(s)ff xfIT-Y(t/dsdt 
o o o o l t J. 
I of 
I 
00 2 <D 2 
- 2 ~ -~ \ y(w) \ f LL(w) dW + 2 ~ _£\x(w)-y(w)\ '1' LL(w)d~ (8.8) 
1
1·. welke ui tdrukking dus inderdaad minimaal wordt voor y(w) = x( w) of 
Y( t) = X( t). Het door de ui t ( 6. 7) ge\ronden x(W) bereikte minimum is dus 
co co ff FF(O) - 2Re 'f Fl!i(o<) + j Ml,!( 0) j - 2~ _L \ [ e;,.,t Y\ ( t) dtl 2 dW I of 
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00 
+frvm1CO) - J\ f\(t)f dt 
0 .., 
',7e leiden nu u,i tdrukkingen af voor If 11(W) en Z((.u). We rnalren gebruik van 
~ AB~c ( w) = ~ AB ( w ) cT w 1 • 
Daarmee is f LL ( W ) = a; ( W ) f LF ( lV ) -i- ~ ( w) + LG ( W) = 
= a;( w) ·t •"'L ( VJ) + b1 ( lAJ) o/ GI ( uJ) r 
en tenslotte 





= e-iOfW { a1 ~:?P + b-1 4FG \ - j a1-n2 ~7F + 
+ a2 t;4 FG + b~b2 if> GG ·\ 
iil►.rn het belangrij 1rn geval, dat: n.:.is 0n infon:atie niet gecorreleerd zijn 1 
heeft men eer.voudig 
t .i, TT ( W ) ; I a~\ ,I,"~ + I b 21 { rh 1.., t' 't' ~~ I ' 'f " L I 'f w 
Z(W) = a1 <±>,.,.,-,- e-ictW - a 1a,.., J.. n,;,i - b~1b2 lGG 
. 1 J! x· c. rt• r -, r 
l8 4')\ 
\ • '.::.. J 
Voor:.bee:l;._q 
Beschouw hot oorspronlrnlijke probleem van \7iener, dat bij het begin dezer 
§ ter sprake kwam 
~ w1i1 = 1 ::n 1 , .... G __ t: 2 
'•.JC 1+w- !u 
Nu is a 4 = 1, b4 = 1, a 2 = I I 
1P LL ( l,.)) ; ,:· d + 





1 + wi::: 
2 E ~ 
Q _£iW 
1 - i~ 
1 r--,r 
v'1+t"" + ti w 
1 + iW 
-iGl'W 
W(W) = ~·------, 
( V 1 + i + i i w ) ( 1 - i w) 
ro -i~W-itW 
w( t) = 2 -~ _£ cif=1+l 28+ fiw)(1 - iOJ) dW = 
-t-« e t +«)'O 
t +ot{O 
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Tenslotte ( ct )' 0) 
1 Seo t(il.v-1)-df 
x(w) = ~,<w) 8 ~ 2 dt 
o 1+E + i ' 
dus 
(w) e- r/ 
x =(V~2 +.E)(V~-fit.') 
Voorbeeld 
F -'"~ ... ---..-\L---:_t x_,_r_~_A _·.__: ,i _ __,.,- H 
a 1 = 1, 
Volgen': (8.12) 
;LL( W) 1 f 
2 
= 1 + {µ2 + 414) 
1 t 2 7,( W) = -- + -. 
1+(,o2 w4 
De ontbindin~ van ~ is 
~ - tw+ "'1)("1+ it<2) 
1 
- i(W+i)W4 
= i(w- a1 )( w- «2 ) 
2 f,.,4J- i 
met « 1 1\" 2 = -t ; « 1 + o( 2 = i Vi 2 + 4 '(.,; Im d 112 ) o. Nu is dus 
W(I.AJ) ~ t,(w), zodat een particuliere oplossing~ (w) = 1 is. De al-
gemene oplossing is 
~ ( w) == 1 + G( w) 
5 q> 1\u.,) 
~ (w} 
x(w) ;:: a(u,)l1 - .~ (w)~ 
2 G(W) +<p 1(w) 
x(w) == - w G(w) 
waarbij G(W ) een gehele functie is (met evt. re~le polen). Door passen-
de keuze van G( w) kunnen we nu een goede operator vinden. 
MATHEMATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49> 




Mathematische problemen uit de practijk. 
door W.H.Muller. 
:Q~-E~~~E!~-~~~-~~-~E~!~!}-~~-~~~-~£~~~~!~£~-~~~E§;~• 
Het enige jaren geleden verschenen boek van J.von Neumann en 
O.Morgenstern "Theory of games and economic behavior" wil een nieuwe 
formulering geven van de problernen uit de econornische toepassingen van 
de wiskunde. De nadruk ligt ten eerste op het scherp stellen van de pro-
bleMen en ten tweede wordt getracht de grondslagen van de mathematische 
theorie z6 vast te leggen, dat in die gevallen, die ook een oplosaing 
in de n1et wiskundige theorie hebben, de oplossingen in beide theorie~n 
► overeenstemmen. Pas indien dit het geval isJ kan er aan· gedacht worden 
de theorieen van Neumann en Morgenstern toe te passen op problemen, die 
niet op andere wijze kunnen worden opgelost. De schrijvers geven voor 
slechts een zeer klein deel van de gestelde problemen oplossingen of 
oplossingsmethoden aan. De opzet is echter zo flieuw, dat dit in plaatsvan 
als een gebrekj beter als een uitdaging kan worden gezien. Verdere be-
schouwingen over de theorj_e kunnen echter beter worden gehouden, nadat 
de theorie zelf is uiteengezet. 
~!-~!~£~~~!-~!!!~!~!!_!!~-~!~~~E!!• 
Onderscheiden moet worden een spel, d.i. een verzameling van abstrac-
te regels - de spelregels - en een partij, de concretisering van het 
.spel, het spelen van het spel van begin tot eind. 
Het spel r wordt gespeeld door n spelers en bestaat uit een rij 
zetten M1 , M2 ••. M~ , die achtereenvolgens plaatsvinden. Voor iedere 
zet MK bestaan ~""- verschillende mogelijkheden a J.<.. ( 1)... a k'(o< ~. 
Een zet kan zijn een persoonlijke zet, wanneer een van de spelers een keus 
doet ui t de rx I-'.. mcgelijkheden, of een waarschijnlijkhe.ids9ze.t, waarbij de 
keus w6rdt gedaan door een of ander mechanisme, waaruit de mogelijkheden 
met bepaalde bekende waarschijnlijkheden PK ( 1) •.•• PK ( o< li) te voorschijn 
kunnen komen. B.v. bij tric-trac wisselen waarschijnlijkheids-zetten -
het gooien met de dobbelstenen - en persoonlijke zetten - het verzetten 
van de schijven - elka~r af. 
Door de spelregels moet v66r elke zet vast staan of het een waarschijn-
lijkheids-zet, is~ of een persoonlijke zet; in het laatste geval bovendien 
van welke speler. Dit k~n gebeuren door het geven van een getal rt' 
uit de ~ij (0~1 •••• n). 
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kK =0 betekent een woarschijnlijkheids-zet; kk =1 •.• n een persoonl1jke 
zet resp. van speler 1 ••• n. 
De zet kan word en gekarakter1seerd door het nummer Utt ={ 1 .•• o<K ) van 
de gekozen mogelijkhe1d. 
Een partij wordt volledj_g beschreven door een rij getallen o-; ••• LJv 
die voor iedere zet het nummcr van de gekozen mogelijkheid aangeven. De 
winst van de speler K is een functie van deze getallen 
FK(C-,····C-v) k::1, ... n 
1 
De keuze van de speler r(. k in de zet M K wordt bepaald door zijn kennis 
van de vroegere zetten, dut zijn de zetten, die in de tijd aan Mk Zijn 
vooraf gegaan. Na afloop van de zet Mk-, moet in ieder geval het getal 
kk bekend zijn; verder bij een waarschijnlijkheids-zet de mogelijkheden 
a K ( 1) • • • a "' ( :J..K.) de wn '.:n's chi jnl 1 jkheden "PK ( 1) ••• -pt'\ ( o<K) ; bi j een per-
soonlijke zet moet(.;;n 011.:1 1Je spe ler Kk de moge_lijkheden a I{ ( 1) . • • a K(<X,,) 
bekend zijn. Het is echtc~ niet nodig, dat kK de resultaten van alle vroe-
gere zetten kent. Bij s~:1P.uk en tric-trac is dit wel het geval, bij 
bridge niet. Bridge wor~t door 2 spelers gespeeld, maar iedere speler be-
staat uit 2 personen. Zo komt tet,dat , -. speler {N-Z) bij de helft van 
zijn zetten wel weet wat voor kaarten J in zijn hand hbeft en bij de an-
dere zetten niet, m.a.w. de informatie is niet transitief, Nauwkeuriger 
beschouwd betekent dit hct volgende. 
Bridge begint met 4 wa~rschijnlijkheids-zetten: M1 : N krijgt 13 kaarten; 
M2:o krijgt 13 kaarten; M3:z krijgt 13 kaarten; M4:w kr1jgt 13 kaarten. 
Ieder bod is ook een zet, daarna begint het uitspelen van de kaarten. 
Neem aan dat de i:aart<::n vcn1 O op tafel liggen. De zet !,! t.- Js: N speelt een 
kaart uit. M )l is: z S'W< lt een kaart uit, Mk is vro::_::e: .. - C:an M f\• De 
speler {N-Z) weet bij M· het resultaat van M1 , bij M--, ¼eet hij het re-1. I > 
sultaat van M~ maar ni~l van M. 
Algemeen is voor een ze;t. Mk bekend de waarde van een ·t0rza:-neling Cfk. 
van functies h (V ... • v.. ) 
I 'l •I I 
waaronder het nummer van de speler ~ ,, -:::. ~;.\( i;, .... v1,-_,) 
..... 
en het aantal mogelijke kcnzen C\'K -:. 0( i.e. l G"",• • •<i'k,_,, 
De speler moet zijn keuze dus uitsluitend baseren op J:: 1:,~~;·11'.J van de 
waarde van deze functies ~ daarna.ast kan hij echter al '7.:'..,jn v,1-r>nuft en in-
zicht te hulp roepen. Aangenomen wordt, dat het aanta:. zet-te:1 van het spe] 
een door de spelregels bepaalde constante is. Daarvoo-r> is ~lechts nodig 
dater een getal U.._bestaat, zodat de spelregels geen partij met meer dan 
l .. zetten toestaan (vgl. de remiseregels bij schaak). In de practijk be-
staat dit getal Z>' meestal wel, door 11 sabotage 11 kan een partij soms wel 
oneindig lang duren (voortdurend down gaan bij bridge cm de robber tegen 
te houden). Een partij met minder dan ux. zetten, wordt aangcvuld tot u)( 
zetten, met waarschijnlijkheids-zetten, waarbij het de waarschijnlijkheid 




Een strategie is een volledig plan, dat ee~speler van te voren op-
maakt, en waarin hij zijn gedrag in iederc mogelijke sltuatie, die in het 
spel kan voorkomen, vastlegt. 
Heb resultaat van een partiJ veer de speler k hangt nu ef van de strategic, 
die hij kiest, rnaar ook van de strat~gie~n, die a~ tegenstanders voor 
zich kiezen. Iedere speler kicst zijn strotcg1e onafhanke11Jk van alle 
anderen en zonder de keuze vnn de anderen te kennen. De uitslag van een 
partij hangt dus ef van de keuze van de ctrategle~n en van de uitslag van 
de wnarschijnlijkheids-zetten. La.at de spt?lc,r k. de keuzc hebb12n tussen fx strategie~n (dit aantnl is reusachtig groot, maar eindig) en laat 
alle waarschijnlijkheidszetten samen resul tt=ren in 1.3 moge l 1Jkhede·n 
'~ ll) 0 i {) ) <> 
met waarschijnlijkheden /-' . . . / 1 ° , 
Het resultaat van de speler f-<_, kan dan woi>den uitgedrukt door )~( 11)~~1)"Co:C.·?.) 
'""i)'l • 
met de waarschijnl1 jkhE:id \ " ·" , d. w. z. c lk der spe lers kiest een getal 
-l k' ':: /. . . rj l i., -: I • ' • i).., 
~ ) 'I I T\ 
d.w.z. een strategie onafhankeltjk van elle anderen en de waerschijnlijk-
- ·pc~ heidszetten leveren het nummer le, ( 1 •.. f,,. ) met de waarschijnlijkheid 
Dezc waarsch:1jnlijkheden worden geelimin8erd door de mathematische ver-
wachting in te voercn 
t'.7 \,1?-0 • (Co) 
.. J\ I,; ( ~. , .• T") :::. /_ p c; ~ ( t 0 T: 1 ••• t,J 
Z,f I 
De spelen kunnen nu wc,:"clen verdeeld in spelen met som nul, d.w.z. 
t'1 
~~::, ,~ -L \ 0 L__j\, ,_1.. 1 •• nl= 
h t1 1 ~, ~Il- :-{i , ":"" _ 
en algemene spelen., w,~·:;r•-,l.j 2-, ___ J\,kl ', · · · L..,) nict a2r 1.- :~) r\ringen onder-
k ".:. I 
worpen is. De echtc spcL'.ctjes vallen in de eerste cs~-.:~:'".''.J·, wnt een 
speler wint, verliezen een of meer anderen. De tweeac :~tr~orie komt 
· voor in eccnomische tocpassingen, als door productie ~':::J1:>Jevermeerdering 
ontstaat. Eerst zullen warden beschouwd spelen met sc~ ~u~. Van deze 
spelen zal eerst het spel met 2 spelers uitvoerig warden bekeken. De 
daar gevonden resultaten zullen dan worden toegepast 0~, ?1Jclen met meer 
dan twee spelers en som nul, terwijl tenslotte iets z~l warden gezegd 
over de algemene spelen en hun toepassingen op de ec,Y:1i.' 11 • 
li~~-~E~!-~!~_;!~~-!ES!£r!_~e-~2~-~~!· 
Het meest eenvnudige geval is een spel met 1 speJ0r. h.v. patience. 
Een partij is hier min of meer een strijd tegen waarsc':'l.i jl'1J.1jkheidszetten. 
De theorie schakelt deze laatste echter uit door het tepalcn van de 
mathematische verwachting. Er blijft dus over een fu;•c~-,< · j(Cr) 'r:1 .. ,f 
waarin de speler de variatele t willekeurig kan kiezer1 •_;!l dit zo zal 
doen, dat J(_ ( 'f) maximaal wordt. Het economische voorbee:.c! is minder 
triviaal, het is Robinson Crusoe op zijn eiland, of ook de 100% geleide 
economie, die door een wil beheerst wordt (Huxley - Brave New World}. 
,. 
- b!j -
In het s~el met twee spelers en som nul moeten beide spelers onar-
hankelijk van elkaar een strategie kiezen; de ee~st~ speler wilJ'<,lL~Tl) 
zo groot mogelijk maken, de tweede wil 1<./ r,, I.z) zo groot mogeliJk 
maken. Het is spel met som nul dus 
)\, ( I , , T., ) 4- J\/ r, , r .1 ) :: o 
zodat we kunnen zetten 
~ 1 l r, > r.,) ::: -~}\ 1 lt, 1 l 2) = ~ l i.,, "( i) 
De eerste speler wilj\ (-r,, t;i_) zo groat mogelijk maken, maar beheerst 
alleen I, . 
De tweede speler wil J{ ( ,-,, iJ) zo klein mogelijk maken, maar beheerst 
alleen IJ • 
Dit is het es:enti~le verschil met het spel met een speler. Bij een 
speler beheerst de speler alle variabelcn, bij twee spelers beheerst 
ieder maar de helft van de variabelen. 
Enige stellingen A) max x max y -:j) (x,y)= max Y mnx x <{) (x,y) 
B) min 
X 
min y 1) (x,y)= min Y minx ~ (x,y) 
C) max X min y ~: ( x > y) < min y max x 1(x,y) 
x en y kunnen ieder slechts eindig vcel waarden aannemen. 
Als in Chet gelijkteken geldt voor een punt (x 0y0 ) is dit een zadelpunt. 
We beschouwen het spel ~ dat wat betreft de spelregels geheel overeen-
stemt met I, de speler 2 kiest echter zijn strategie, tcrwijl hij weet 
welke strategie 1 gekozen heeft; 
an het spel lz dat ook in lie spelregels geheel overce:.r:t.'rri'; met r maar 
waarin speler 1 zijn strategie kiest, terwijl hij w~et, ~~·ke strategie 
~ 2 heeft gekozen. Vanui t het i:mndpunt vnn 1 is r- one;uP2,t~-b~r, 1-; gun-
s tiger dan I-
Wat gebeurt bij \~ : 2 zal die strategie T2 kiezen, dle 
- / 
zo klein mogelijk maakt bij de door 1 gekozen L, = r, 
dan ontvangt 1 
-1 Daarom zal 1 l, zo kiezen, dat dit minimum zo groat rnog•;l~ ,jk is; 
dus de waarde van r, voor 1 is 
als 1 goed 
als 2 goed 
Analoog is 
v1=max t,min r1.,1't..t, 1 r.2) 
speel t wint hij minstens v1 l v 1 is de waarde vnn C voor 1 
speelt wint 1 h()ogstens "1 ~-v1 is de waardc ·mr. I~ voor 2. 
de waarde van ii voor 1 
v2= min+ max t ~('[ht,t) !-st I 
als 1 goed speelt wint hij minstens v2 , 
als 2 goed speelt verliest hij hoogstens v2 • 
Volgens C is 
v1 ~ v2 
Voor het spel r zal gelden v 1 ~ v ~ v2 ; 6. =V2 - V1 
In het speciale geval D =0 v 1=v=v 2 geldt: 
als 1 goed speelt wint hij minstens v , als 2 goed speelt wint 1 hoogstens 
v • In di t geval heet v de waarde van het spel ,--- voor 1 en heet het 
spel volkomen bepaald. 
Door goed spelen kan 1 minstens v winnen, onafhankelijk wat 2 doet 
n 11 11 rr 2 11 
-v " If ll 1 II 
Bij een niet volkomen bepaald spel ( v1( vJ is het van voordeel zijn 
· tegenstander te 11doorgronden 11 , te we ten te komen welke strategie hij 
kiest, v66r zelf zijn keuze te maken. 
Een niet volkomen bepaald spel is het volgende: 1 en 2 leggen beide 
een cent neerj zonder te weten wat de ander doet, Liggen beide munt of 
beide kruis, dan wint 1, anders 2. 
J\ ([, ,7) heeft de waarden 
(" 
max _ min,. er" r11 = -1 





I I -I 
'°'k<' - ,• \ min - max ;- I\ l C;-, '- <; 1= +1 
'-2 '·/''· ' 2 -I I 
Als 1 er achter komt, hoe 2 zijn cent gelegd heeft, kan hij z1Jn cent net 
zo leggen en wint hij; overeenkomstig voor 2. Het is dus van belang dat 
een speler zorgt, dat zijn tegenstander niet te weten kan komen, wat hij 
van plan is te doen. F.en nfdoend middel is de cent niet neer te leggen. 
maar op te gooien, du'J de twee mogelijkheden tegelijk met de waarschijn-
l~jkheid ½ te spele~. Gm hiervan de consequenties na te gaen, zijn en-
k€le hulpstellingen nodig. 
Enkele hulpstellingen. 
A. Gegeven p punten in een n-dimensionale ruimte I D X ••• X o 
behoort hetzij tot de convexe verz. C opgespannen door 
hetzij bestaat er een hypervlak door y, zodat C geheel 
van dit hypervlak ligt. 
Een punt y 
' n X , •• X , 
aan een zijde 
Bewijs. Neem aan dat y niet in 
d ichtst bij y ligt., dus waarvoor / 
C ligt, 
2 
'!:._-Y I == 
z is het punt van C, dat het 
~ 2 i-_ I z .. 1-yr\ minimaal is. 
I =: I 
Is u een willekeurig punt in C, dan ligt ook tu+(1-t)'!:._ in C, dus 
ltu+(1-t)'!:._-Y / 2.} lz-yj 2 of \(z-y)+t(u-z)j 2J \z-y\ 2 
"' ___1.2._ 
door overgang op coordina~\~n voor t/0; 2 ~~i:- (z1 -y1 )(u1 -z1 )+t~:,· (u1 -z1. 21o 
in de limiet voor t➔ O; ~ (z.-y.)(u.-z.) \ o 
,=- J l l l l I/ ' 
daar 
u1-Y1=(ui-zi)+(z1-Y1) 
is ri VI 
., t, (z1 -Y1)(u1 -Y1 )== /1:: 1 (z 1 -y1 )(u1-z1 )+ [; (z1-y1 ) 2 )'0 want 





voor alle u uit c. 
V'1 
Het . n ~ ) hypervlak ~ a1u1-b=O met a1=(z1-y1); b= (:, (zi-yi Y1 
y. C ligt geheel aan een zijde van dit vlak. 
gaat door 
\i"'l B. Gegeven een matrix a1 J. met n rijen en m kolommen. 
Da~: bestaan er hetzij m getallen x j ( j=1 .•. m) ~ 0; ~ x t=1; met 
?,-r a1 jxj,s_ O (1=1 .•. n) V) • ., 
hetzij n getallen w1 (i=1 .•• n) ~ O; t; w1=1; met ~ w1a1 j >? (j=1. • • 
Bewijs. Beschouw de m kolommen van de matrix a1 j als m punten xJ in 
een n-dim. ruimte x1 j=aij . 
Pas stelling A toe op de p=m+n pun ten ~ 1 ••• xm b 11 ••• !J n , waarin [ 1 
het punt is met ide co~rdinaat 1 en de nndere coordinaten O, en Y=O. 
Behoort y tot de verzameling C, 
VY\ - r, 
..-- j ,- <i 
2:_ tj~ r- L._ Si O =0 j 
_)'- I L : I 
v,·, 
>- t.+ 
\ 'I J 
. v"' 
in coordinaten L 
Y' 
dan is 
Als de spelers in het vroeger genoemde spel de centen opgooien, i.p.v. 
neerleggen, betekent c~t, dat zij beide strategieen met de waarschijnlij 
heid ½ spelen. 
In het algemeeh zal speler 1 niet een strategie, 
/ 
1 ... /l. kiezen, maar B getallen ~ •.. { ~ >.., O; 
/• / I 1 / ' r' .,, 
de waarschijnlijkheden van zijn strategieen. 
Evenzo kiest 2 /\ getallen V), ••• r1 13 2.. ->✓- O; 
als waarschijnlijkheden van zijn strategieen. 




> ~ - =1 
--- ) L, <.,.., I 
getal uit 
k / ~ , J ) = t, :c, "J\ lt,, 1:,) SJ:-, '11, 
Bij deze opvatting bestaat weer de "waarde 11 van ~ (1 speelt eerst), 
die is 
v 1 1 = max t min '1 k ( ( ) ~) 
ae "waarde II van r;_ - is ~ 2 1 = min 1 
Nu is juist als vroeger v 1 1 ~v2 1 • 
We zijn echter een stap verder, want 
dus als v1=v2=v is ook v1 1 =v2 •= v 
V1 4( V I(. V I 
- 1 ' 2 
het omgekeerde hoeft echter niet waar te zijn. 
Dit wordt bewezen met behulp van 2 lemmaas, die bovendien een nieuw 
licht werpen op de ffgemengde strategie". 
A. Min _n kl t_ r'\) ==Min _ -t.. CJZ ( r, , f 1 ) { f 
.:..1 :.),-'- t'L[.:I I 
B. Max >-_ K t_C _i ) =Max r f:1:.. o/{ l [ tJ Z 2. ) YJ "l • 
) 1 t1,r:1 ,l 
- I Bewijs A. ~ 1,., 
Min ~1 K(I, _'J) •Min~ f.;, :r,, 'Y- l ,,, t-, l ~ ,, l) r. (" '-i. Kies speciaal V)_ -:- u (...'2. -
Min~ l< lj, 1H t' '){ It, ,i: :H [' 
1 M1n4 k(C h) .$ Min_ ~ - ~I ~t 
omdat 
B. wordt analoog bewezen. 
Hiermee vinden we voor v1 'en v2 nieuwe uitdrukkingen 
'), 
v 1 ' = Max S Mint>-~-- :J< Ct,, T,d ~ z, 
- : r,:, 
.....fu. 
v ' = Min : l Max ~ L ~ LI,, l,.) V} i 2 2 .J 1 , l ;_• , 
De 1ste wil zeggen: in spel r; wint speler 2 niets extra door een 
gemengde strategie toe tc passen, 1 weet precies hoe 2 op zijn keuze 
zal rea.geren. 
'1 zelf bereikt echter wcl iets, in de oude methode had 1 slechts de 
keus tussen de r , eenheidsvectoren ~· = Si.,' nu wordt het maximum over / s -
een ruimer gebied bepa~ld, dus v1 ~ -v1'evenzo v2 1 ~ v2 . 
Het blijkt echter dat v1 •= v2 1 , met de gemengde strategie~n is dus ieder 
spel volkomen bepaald. ,'3, 
BewiJs: Er bestaat t,,.etzij een punt f zodat Y ~ - J< ( '"(,, T J ,?-0 
,...;..u-t&" s '-,"' <., 
of een YI zodat LS\ ( r,, ti..) ~1- Co 
-1 T :.J lt -.. 
t R1 
In het eerste geval is ook Min r !:' ? 'Jf { Li .J d ~ o 
"t C,:I st 1 
dus zeker het maximum v 1 '~ o 4 
In het tweede geval is ook Max r, ~,1'Z. Lr,) r 2) ~ 0 
dus zeker het Min. v 2 ' ~ o '-'i 
onmogelijk is dus v 1 '(.o ( v2 •. 
Pas hetzelfde toe op; ~Lt., r ,)-W ; ~;~: ~~~ j:P.t,,, r 1 J-'N \( c,~c; I-< /f ,~ )-w' 
dan is dus v 1 1 - W (o(~L..WonmogeliJk, due kan geen w bestaan, zodat 
v.1 ( w < v2 dus moet, v 1 1 =v 2 , •V r • 
v ' beet de waarde van het s~e l. 
2de Boerhaavestr. 49, 
Amsterdam 0. 
Colloquium 




Bewezen is v 1 1 =max~ mi.n !.... K ( ~, ~ )=min'j max t K( ~ , 1 )=v2 ' en 
min "J K( ~ ;~ )=minT1 {b~:X( r,, r1) ~T, , 
2_· ?' fZ ( r,, t, ) ry T 
7i=1 2 
2.,c__n ( r, , r,) f - '1-
-z; = 1 , ) i 1 li, 
A is de verzameling van alle f waarvoor min~ I'\ ( f, ~ ) zijn max v 1 1 be-
reikt. 





F I I k f 
1 maar een 1 = 2 uit A kiest, is K ( ~, 1 )~ min'1 ( ~ ,1)=v1 1 
1 krijgt, als hij verstandig speelt, minstens v1 1 , onafhan-
wat 2 doet. 
Als speler 2 maar een ~ = ~ 1 uit B kiest, is K ( {:; :J') ~ max { k ( ~ , vi )=v2 ' 
dus speler 2 krijgt, als hij verstandig speelt, minstens -v2 1 , onafhan-
kelijk\19.n wat 1 doet. 
f ► I Als speler 1 een ~ = .2 ui t A kiest en speler 2 een ~ = ~ 1 ui t B kiest, 
is de ul:tslag 3 (d.w.z. de mathematische verwachting) van de partij voor 
speler 1 s,...t~eds v=v 1 1 =v 2 1 1en voor speler 2 s~/f,eds ~,v. _ , 1 
Voor ~ = f_, uit A en ~ =-~ uit Bis dus v'=~ 2.:_/{( L,, '-2 ) fJ 7 h 
.._ ~ - 4 L=1 ll=1 ~, li:2. 
maar ook V 1 =V1'=min_ K ('i',n )=minr L'Jf( 1[,, T2)i~ dus V 1 = * Cl , 2 I ."l ~ =1 "• 
= L+- ~•,) min 1 l ~'}{( t,, Lz) ft,\ , zodat 
T~= 1 t l ( ~- [1 = 1 ~ ,'3 
-ft_ I')',\ '>' '1(_( r,, T;)[; ~ min[, } 1 L'f?(T,,T;) f, j =0. 
ti =1 l i l ~ ., i r, =1 . 'r, 
Nu 1$ ~l 1 , ~ O en ook de vorm tussen accoladen is .). O, er staat dus 
T2 
een som van getallen, die alle} 0 zijn en deze som is nul, dan moet 
iedere term van die som nul zijn. Dus ~ 
Stelling D. Voor die waarden van tl .» waarvoor L_ 1e( t 1 , r2) (; 
(met f' uit A) niet gelijk is aan defimfnimum waard~ v 1 1 , :::, I -
is voor ~ in B: Y"/~i =0. 
I.,) 
Zo ook: Voor die waarden van !, , waarvoor (met 
-
El 
uit B) niet ~elijk is aan de maximum waarde v2 1 is voor ) uit 
,- I 
A: ; =0. ) -c, 
Voorbeeld 1. 
Voor het reeds genoemde spel van 11 centen vergelijken'1 heeft '.ft{ ( I,, i:2J 
de waarden 
Nu is 
In dit geval is 
, T i'✓ j I 2 I ., 
I I -I 
z -I t-_!--·--





v, -= -I 
\/1=+! 
[2 ::::1 U1= L- f ··1 t;~O s ~ 0 i .. l ,_!;-' ,., 7 
½, =2 > + f j {/ f~ =1 U2= - ? 2. 
Voor iedere (vaste) ~ moet onderzocht worden, welke van deze functies 
de kleinste is; 
dus voor O <.. F < ½ 1s u1 de kleinste 
--s ,, 
vo.:=1_! f: t ~ 1 is u2 de kleinste 
min_ 2___ 1(( [, [2 ) f- is dus een 
t2 l=1 ' l, 
J 
is hier: voor ~ =1 w 1= f), - v-h.,, 
.,-
voor l 1 =2 w2= - t11 + 12.. 
Voor O { v-1 1 ( ½ is w2 de grootste; voor ½!VJ, .f. 1 is w1 de grootste. 
Dus het minimum v2 1 wordt bereikt voor ~ 1 = ~i-1• 




Orn duidelijk te doen uitkomen, dat de spelers hun strategieen volkomen 
onafhankelijk van elkaar kiezeni wordt dit voorbeeld ontleend aan de 
oorlogsstrategie. 
"Spelerrr I heeft twee bommenwerp·ers , die '\0.naf het vliegveld A een 




A ~~ /3, • • 
"---·--· __ ';If',, 
"IC.:) ~ 
Strategieen: r, =1 . beide gaan langs weg 1 J 
:, =2 I / langs weg 1 , de ander langs weg 2 . een , 
l =3 . beide gaan langs weg 2. I , 
"SpeJer" II heeft de beschikking over 3 jagers. 
Strategie~n: 4=1 ; alle 3 jagers gestationneerd op weg 1 
Ti=2; 2 jagers op weg 1, 1 jager op weg 2 
[t=3; 1 jager op weg 1, 2 jagers op w~g 2 
I_i=4; alle 3 jagers gestationneerd op weg 2. 
Bij een ontmoeting tussen een jager en een bommenwerper is: 
de kans 1/4 dat ze elkaar niet zien of raken:; 
II 11 1/4 dat alleen de jager wordt neergeschoten, 
" 
II 1/4 dat alleen de bomrnenwerper wordt neergeschoten, 
II II 1/4 dat beide worden neergeschoten, 
Voor speler I gelden de volgende waarderingen: 
Neerschieten van een bommenwerper - ~ 
11 " n jager + /L 
Ui tvoeren van het bombardement + ~ ( per bommenwerper). 
De weg terug wordt niet bekeken, om het voorbeeld niet te gecompliceerd 
te maken voor een voordracht. 






BJJJ + B 
JJJ + BB 
2 
BBJJ + J 
BJJ + BJ 
JJ + BBJ 
3 4 
BBJ + JJ BB+ JJJ 
BJ+ BJJ B + BJJJ 
J + BBJJ BBJJJ 
Hierin betekent b.v. BJJ + BJ een bommenwerper gaat langs weg 1, waar 
2 Jagers gestationneerd zijn; de andere gaat langs weg 2, waar 1 jager 
gestationneerd is. 
JJ + BBJ: op weg 1 zijn twee jagers gsstationneerd, en de 
twee bommenwerpers gaan langs wpg 2~ waar zich maar een jager bevindt, 
enz. 
(1) Nu is BJ= 1/4(JB + B + J + 1) 
JB: de bommenwerper is de jager zonder ongelukken voor beide ge-
passeerd en voert het bombardement uit: waarde voor I: f 
B de bommenwerper heeft de jager neergeschoten en voert het 
bombarder:1ent ·utt. Waarde voor I: f-- + ~ 
J : de jager heeft de bommenwerper neege5choten. 
Waarde voor I: -1) 
- 75 -
1 : Jager en bornmenwerper ztjn neergeschoten. 
Waarde voor I : - A + µ_,, 
I 
dus (2) BJ = 1/4(-2.>\ +2f +2f )= - ii~:.,..,;-· 
Vermenigvuldig (1) v66r m<:t B. 
BBJ=1/4(BJB+BB+BJ +B)= 1/4 ~ ( JB+B+J +1 )B + BB+ 
C 4 
JB+B+J+1 
(3) BBJ= ~ (JBB+5 BB+2 JB+6 B+J+1) 
De waarde voor I van dG termen is: 
JBB=2 d ; BB= /1,. +2 () ; JB= 
J = -2 1) ; 1=' -2 11 + /. 
/1 + d ; B= - /) + ;(, + c) 
I 
( 4) BBJ = -3 Ii + ~ ~'- +5 J 1 
Zo ook 
(5) BJJ= * (JJB+2JB+B+5JJ+6J+1) 
(6) BJJ= -3 /, +~,t, + J 
( 7) 
( 8) 
BBJJ= ~ { JJBB+10JBB+10JJB+25BB+48JB+25JJ+54B+54J+29 ~ 
BBJJ- -41 I\ +41 u +23 ~ 
- 32 
(9) BJJJ= ~ L JJJB+3JJB+3JB+B+21JJJ+27.;J+7J+1} 
( 10) BJJJ= -7 i) +8.u + J 
(11) BBJJJ= ~\JJJBB+42JJJB+441JJJ+15JJBB+258JJB+1107JJ+75JBB+518JB+ 
+907J+125BB+J66B+241) 
' (12) BBJJJ= -411)) +411 1.1. +101 J 256' 




t" 1 "' 
1 2 3 4 
1 -411t\+411ft101 0 -328~+32t}ti+184 J -1921)+19~+320:) 512 J 
2 -224,H224t' +288 {) -320/\+ 320),+192 d -320~+3201+192~ -224/\+224}1+288 () 
i I I 
3 512 J -192.i\+192/1+320 l -32s,\+32s,.L1+1e4T -41111+4111'+101 J 
' -----·----·· ,.. ___ 
_ ,_,.. __ .,__,_ 
. stel nog ,\ -/ + l\ = (' 
f) 0 daar een jager ( /<) minder waard is dan een bommenwerper ( .1 ) + 
de schade door een bombardement J . 
r 
[~ 1 2 3 4 1 ' 
-f:-11 ~ +512- ~ - . 
-328~ +512 ~ 512 £-I 1 -192? +512 a 
-
-224f +512 ';) ---=320 f~_12 ·~--- - -320-~ +512 b b 2 -224? +512 
~- --·-· ·- ·--·· 




Voor iedere ( ~ j (tj {j) moet nu worden cmderzocht, welke van 
U1= ( -411 f +512 b ) (, +( -224 f +512 ~ ) f.i_ +( 512 h ) f. 
U2=( -328 f +512 3) t +(-320 f +512 J ) f 1, +( -192f +512 6 ) f J 
U3=(-192 f +512 b ) t +(--320 f +512 j) f 1.+( -328 f +512 ~) f .1 
U4=( 512 lJ ) +(-224 f +512 ~) (/(-411 f +512 ~} { _s 
de kleinste is. 
In fig.1 zijn aangegeven de gebieden, waar resp. u1,u2,u3,u4 de kleinste 
is. Gez ,cht moet nu WJrden naa r het punt ( E , ~ , f- ) waarvoor de kleinste s, )2., s~ 
van oo u1 in dat punt maximaal is. 
Daar je functies u1 1:1.neair z1jn, kan dit maximum slechts in een 
grenspunt van enige gebieden worden aangenomen. 
Nu is voor de 1n Fig.1 aangegeven punten: 
~1 
,. ,.. 
$2 ;. 3 u1 u2 U3 U4 .., 
1 0 0 -411P+512 5 .. 32se+512 5 -192 p+512 b 512 J 
I 
0,536 o,464 0 -324\;+512 S -J24()+512 J -251 f+s12 £ -104'i·+512 } 
' 0,698 ( 
-287?+512 ! -206f+512 b -124 ~+512 d 0 0,302 A257f+512 I) 
f 
-320(>+512 J -320f +512◊ -224\°+512 S 0 1 0 -221tl)+512 J ) I 
J .. 0 ½ --205-}f +512 ~ -260~+512 f -260t+512 b -2os½r+s12S 2 
0,302 0 0}698 -124f +::i12 b -20fx?+512 5 -287~+512 ~ -2570+512 s 
I 
0 0,464 0,536 -104f+512 t) -2511J +512 (J -324~+512 b -324(£+512 b } 
0 0 I 1 512 ~ ... 492~+512 ~ -328 ,+512h -411f+512 S 
4-·· 
De minima van Edere regel zijn onderstreept. 
" ,,. r Het maximum van deze minima ligt in de regel ~ 1 ={3=½ en is -260 f +512 o 
Nu maken wij gebruik van stelling D., die hier zegt dat alleen 
n ~Oen ~ fo. We hoeven dus slechts te beschouwen de functies l'J. . I~ 
W1=( -328 f +512 0 ) +( -192 ~ +512 (J ) ')) 
w 2= ( - 3 20 f +s 12 b ) + ( -3 20 f +s 12 S ) '1 ) 
W3=(-192f +512b) +(-328f +512 ~) ~~ 
In fig. 2 zijn deze: lijnen getekend. Het blijkt, dat voor O.f rh.f ½ 
w1 de grootste is en voor ½ s V'} 'l..~ 1, w3 de grootste is. Het minimum 
wordt bereikt voor ~"J... = t)~ =½ en is -260f +512 J. 
Conclusie: Speler 1 moet steeds beide bommenwerpers }~ngs dezelfde weg 
stuPen en wel l::3.ngs beide wegen met de wfle.rschijnlijkheid 1/2. 
Soeler 2 meet 2 jagers op de weg 1 en 1 jabe~ op weg 2 
ststjonneren, of 1 jager op de weg 1 en 2 jagers op weg 2, 
en ook weer deze mogelijkheden met de waarschijnlijkheden 1/2. 
• 
0 , c· .. 
Fig.1: Voorbeeld 2 
De gebieden, waarin resp. 




Fig.2: Voorbeeld 2. 
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Wij gae.n nu over tot het beschouwen van een a-pelmet n spelers met som 
nul. Iedere speler heeft h:i..er zijn eigen funct:te :"J.2K { r: ... r...,) die hi J 
maximaal tracht te maken, maar h1j beheerst alleen de variabGle tK . De 
resultaten van de theorie van het spe] met twee spelers kunnen nu warden 
toegepast, door de overige (n-1) spelers samen te vatten tot een speler. 
I Gevonden wordt dus de waarde van het spel v(k) voor de speler k. Speler 
k kan dus, als hij goed speelt. minstens v(k) verkrijgen. Alle spelers 
n 
• 
sarnen zullen dus minstens L. v(%) kunnen krijgen, in werkeliJkheid krij-
"' I gen alle spelers semen O, dua 
,., 
L_. v(k) ~ 0 
k • J . 
Onder de v(k) zullen dus, tenzij ze alle nul zijn, negatieve moeten voor-
komen, d.w.z. er zijn spelers, d:l.e als zij alleen blijven, verlies zullen 
lijden. De speler k zal, als zijn tegenspeler goed speelt, ook hoogstens 
v(k) kunnen krijgen, maar dan moet ieder van de (n-1) overige spelers 
de goede strategie kiezen., d.w.z. er moeten tussen die spelers afspraken 
gemaakt warden, zij moeten een coalitie vormen. De hele verdere theorie 
1s gebaseerd op deze coalities. Een groep spelers, die een coalitie 
vormt, treedt naar bui.ten op als een speler, de leden van de coalitie 
overleggen onderling, welke strategie~n zij zullen kiezen. Sis een 
groep van k spelers 11 ..• ik de overlge e=n-k spelers zijn J1 .•• je. De 
winst van de coalitie S bedraagt L. '}cl.. ( (I ••• r.)=1<-( rj, .. r .. ; rj ... [1· ) 
>J-1 i. S I ll'f. ,;• t, 
in ,J"\, zijn de veriabelen in 2 groepen verdeeld r,, ... "f,.4- worden door de 
coalitie beheerst. Op de bekende Nijze wordt een getal v(S) gevormd, de 
waarde van het spel voor de coalitie S. Als de coalitie S goed speelt, 
dan verkrijgt hij minstens v(S); de coalitie S krijgt hoogstens v(S) als 
ook de overige spelers "goed spelen 11 , dus ook een coalitie varmen. De 
hele verdere theorie is gebaseerd op de coali ties en hun •k ~rakteristie-
ke functies v(S). l):;ze theorie kan dms alleen worden toegepast op spe).en, 
waarbij de spelregels zich niet tegen het vormen van coalities verzetten. 
Aan iedere deelverzsmeling S van de verzameling I (1 ..• n) van de spele~s, 
wordY rt.~ .een getal v(S) toegevoegd. De keuze van deze getallen is bin-
nen de volgende drie beperkingen. volkomen vrij. 
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A.1·:v(I)=O want we beachouwen een spel met aom nul. 
A.2:v(S)= -~(-S) (-Sis de verzameling die overblijft ale Suit I wordt 
verwiJderd). Ala beide coalities goed apelen, ligt het resultaat van 
het spel vast. Speciaal v(O)= -v(-I)=O 
A .. 3:v(S)+v(T)(:v(Si,,T) als Sen T geen spelers gemeen hebben (SvT is 
de vereniging van Sen T, de verzameling, die bestaat ult de spelers 
van Sen de spelers van T). Als S goed speelt, kan hiJ v(S) krijgen, 
als T goed speelt, kan hiJ v(T) krijgen. De coalitie s~,T kan dus 
v{S)+v(T) krijgen, daar S ,. T door goed spel minstens v{S..iT) kan krij-
g~n moet v(S) +v(T), v(S...., T) • 
. Bij iedere functie v(S) die aan A.1;A.2;A.3 voldoet, is een spel te 
construeren, dat deze functie als characteristieke functie heeft. Voor 
een spel met 3 personen moet de characteristieke functie dus de gedaante 
hebben -v(1)=v(2,3)=a; -v(2)=v(3,1)=b; -v(3)=v(1,2)=c. 
Uit A.3 volgt de voorwaarde a+b+c) o. 




A.3 geeft a+bJ,r; b+c~p; a+c~q; a+d,?.-p; b+d~-q; c+d~-r. 
Deze vele mogelijkheden kunnen worden ingeperkt door toepaeaing van 
"strategische aequi valentie II • Beschouw een spel r waarbij de winst 
voor de speler k gegeven wordt door Xk ( C, ••• ~) daarnaast een spel r • 
0 
waarbij de w1nst voor de speler k gegeven wordt door .''(k ( t . ... t:,) + .?<, .. 
C ....Ll_ • ,I K 
waarin ex. constanten zijn met 2-.: ex" =0. De spelen r en I zijn 
I{ 1t1 • I r\ 
strategisch aequivalent, omdat 1 • uit 1- kan worden afgeleid door eerst 
~ -
' de spelers de bedragen o(K ~: geven en dan I t.:,_gaa~ spelen. Voor 
v 1 (S) horende bij het apel f geldt v' (S)=v(S}+ ~~ tx: k. • Uit iedere 
groep van strategisch aequivalente spelen kan nu een gekozen worden 
als representant. Daarvoor kiezen we het spel met v( k )=v(k)- rx.: = -f 
{k=1 ••• n). Het spel met de charakteristieke functie v(k) heet gereduceerd. 
' -0-... ,) 
Dit zijn n verg_. voor «K en / , de (n+1}ste verg. is~- O<k =O, 
dus Y = - -1 · L v(i) ~,, =v{k)- j_ 2:. v(i) k-= 1 O n ,~ 1 K n i:, 
r'\ 
daar L. v(i) ~ 0 is fJ, o • 
. Door he;haaldelijke toepassing van V (S VT)~ v(S)+v(T) volgt v(S)'q~ v(i} 
dus voor een verzameling van p elementen is '~5 
v(S)). -p 'f en v(-s).., -(n-p)O d3ar V-(-s).(,.11.{S)~J r: v(S) t (n p) ( B 
Voor p=0,1.,(n-1) en n gelden de sterkere relaties -0. l =V( 6); 1. a =v(S) 
als s 1 element heeft. v(S)c{n (n 1)~ }.= 1 ala S(n 1) elem~nten heeft. 
v(S)={n-n)d =0 ala Sn elementen heeft. 
-E~ zijn nu twee mogelijkheden, 
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a. )" =0 dan volgt uit B v( S )=0 voor alle verzarre lingen S. B1j het gere ·· 
duceerde spel kan geen enkele coalitie op winst hopen, maar hoeft ook 
·geen verlles te vrezen. Dit spel heet n1et essentieel. 
., 
Bij het algemene nlet essentiele spel krijgt speler k: ~k en als 
hij goed speelt nooit minder; hij kan alleen meer krijgen, als een 
andere speler slecht speelt. 
Een spel van twee spelers is steeds niet essentiijel. v{1)=v, v(2)= -v; 
c:.,'=-v; ~;-'=v; v(1)=v(2)=0, In het algemene spel kriJgt speler 1 +v, 
speler 2 -v. 
b. "(,o dan kan f =1 warden genomen door de munteenheid te veranderen. 
Voor het spel met 3 spelers is -v(1)= -v(2)= -v(3)=v(1,2)=v{2,3)= 
=v(1,3)=1. Er is dus slechts een type spel met 3 spelers. 




Voorwaarde B geeft -1~ x1 -' +1 1=112,3. 
Van spelen met 4 spelers be5taat dus een dr1evoudige oneindigheid 
van typen. Voor n"> 4 neemt de verschej.denheid zeer sterk toe met het 
aantal spelers. 
Met spel is nu dus teruggebracht tot onderhandelingen tussen de spelers 
over de coalities, die gevormd zullen worden. In iedere keer dat het 
spel wordt gespeeld, in iedere partij moeten deze onderhandelingen tot 
een goed eind worden gebracht en iedere speler moet het hem toekomende 
krijgen. Het resultaat van een partij is dus een toerokening 
.,, 
oC =( .X •.. 0( ) ~ o<'I< =0 wa.arbiJ de speler k dus CX.1.,.ontvangt. 
- • tl 4r.:T .__ 
Verder is 0<.k~ v(k)d.m.t•tmtmd~zal.nen!nmetmi-nder dan hij geheel alleen 
zonder enige hulp zal kunne,.krijgen. Iedere speler zal die toerekeningen 
prefereren, waarbij hij zoveel mogelijk krijgt; hij zal tot die coalitie 
toetreden, die hem zo veel mogelijk biedt. Dit wordt uitgedrukt door het 
begrip domineren. De toerekening ..x domineert de toerekening (! ( ~ e:-- f) 
als er een verzameling S bestaat, waarvoor 
c1. ~C(~v(S} C2· °'i )f. iES 
,.,s I I 
)e voorwaarde c1 geeft aan, dat de spelers van S n1et het onmogelijke 
verlangen. Hun tegenstanders kunnen S altiJd beletten meer dan v(S} te 
krijgen. 
Beschouw nu de voil.gende toerekeningen: 
~ =(f ; 1 . 1f , 1 1f ; 1 . lf J -¼ ; -½) 
fl =( t + E ; f + E ; i-~ . ;-~ . -½; -½} J , 
(1 t, 1 E 1 * -~ -¼+ t . ... /= 1f + '2" ; '¢+ '2" . "1f - ~ • . -½ + ~ ) , J , ~., 
• 
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dan is rx f--- d ( 3, 4) t ~ --1 ( 1, 2) '='. -:--· L ( 3 I 4) 
fl ~- ,-x ( : , 2) / <'.--- .'-: { s , 6 } I ~-· ~ ( 1 , 2 , s , 6 } 
<s. (1 l 1 -- 1f-,, 1 .1. 1. 't'.:. £ = 'Ij:" + '2" ; 'Ij:" + t ; 1+" - ?. ; 1f - i..; -~ ; -~ + ~ ) 
dan is OI. ~-s (3,4); 5 l-- 1x(1,2,6) 
- -
tussen f.:.. en J en tussen / en J be"3ta ~t in geen van beide richtingen 
de relatie van dominatie. 
Op deze relatie moeten de spelers nu hun beslissing baseren. 
Zelfs is bij iedere toerekening u in een essentieel spel een toerekening 
/j_ te vinden, met t_ r- ~ .-
Bewijs: neem een gereduceerd spel 4n; ~ =( ;i. 1 ••• cx,,) \~v{1)= -o 
Was nu O<. ,' ==v( i ) voor alle i dan was 
r' ......!?.-s:: c( = ?-- v(i}= -nf .(, 0 
_, J. ,=1 () ,, 
-~ in strijd met::;: __ ,"( 1=0. Is nu b.v. C"'-,)v(1) dan is dus)~,x 1 l..v(2 ••• n) I., I I",. 
als i.. = ~{v(2,n)-~"' o(.t stel dan t3 =(cx.,-(n-1)f ;ot_z+ f; ..• •~~ +£) 
I • .t I ) i- I 
(6 i ~ V ( i ) j 
1
~ 1 = c<,. + f ) Ot. / 
die dus x domineert. 
-
dan 1.s R een toerekening met 
I'\ t::- I-") 
( i = 2 ... n} '2,_ /3; = > -K/ + ( n -1 ) i ( v { 2 • . . n) 
f:l. I 7";J: 
Bij een essentieel spel is het dus niet mogelijk dat een toerekening door 
allen ala "de beste" zal worden aanvaard. "De beste toerekeningen" d.i. 
"de oplossing" zullen een verzameling V vormen met de volgende eigen-
schappen. 
D1. Geen toerekening van V domineert een andere toerekening uit V. 
D2. Iedere toerekening niet in V wordt door een toerekening uit V gedo-
mineerd. 
Op grand vBn D2 zal een groep spelers boven iedere toerekening niet in 
• 
V steeds een toerekening ui t V prefereren. 0.) grond van D1 is nooit een 
'/ 
meerderhei~ te vinden, die op grand van matri~le motieven een toe~eke-
ning ult V prefereert boven een andere toerekening uit V. Voor het gere-
duceerde spel met 3 spelers bestaat V uit de toerekeningen 
'(.l. J,. : ., '·1. .1.I ill . l .l.' ~ =i·2,2,-1_1 ~ =;2, -1,2 I ~ =y-1,~,2 ~ 
Geen toerekening uit V domineert een andere toerekening uit V. Neem n~ 
~en e_ = \ f,, fi., (·\~; f,.~v( 1 )= -1; f1 + f, + f3 =0 n1et in V. Daar verwi:-1s0-
ling van de spelers slechts de elementen van V onderling verwiss~lt. 
mogen we aannemen /-, ~ ~ .i :E- / J 
als /2.J. < ½ is onk (3, < ½ dus ex'~.-- j3 ; als {;)} is ook fi~ ¼ en./✓$. -1, 
maar /,) -1 dus 'p1 =-1 en /2 = .. :,J =½ dus 4.,: .!>! ,.. 
Op grond van welke motieven zal nu tussen o(', (X. nl •woroen gekozen? 
- - -Dit kunnen alleen motieven zijn, die buiten het kader van de theorie 
vallen. Zal de 11uitgesloten" speler, die 1 verliest, niet aan een an.der 
iets extraaa willen geven, ala deze zijn besluit wil veranderen? 
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Met dezE:l 11 extraas 11 of compenqaties is al rekening gehouden, omdat 
(ex;, o<t, ~) zijn bepaald door ui tsl ui tend te let ten op de charakteristie-
ke functies en niet meer op de '-:fck ( f, J ~, lj) of zelfs 2 ~ k{r1 ) [;_, z){c/k/{ 
die vroeger bepaalden wat ieder kreeg. Het is zelfs toegelaten, dat de 
( ex; , CX.1_, cs,) niet een mogeli jk waardesys teem van deze functies vormen, 
, , 
maar dat naast hetgeen ieder door de spelregels krijgt toebedeeld, een 
speler aan een ander een compensatie betaalt, om de laatste in een coali-
1 tie te trekken. Laat b.v. ~ tot ~and dreigen te komen, al~ 3 b.v. ~ 
extra aan 2 biedt, dan zou ontstaan f!.... =(-1,½ + J J½ - f ) die wordt door 
O<'#gedomineerd, maar 1 is weinig geneigd met 3 een coalitie te vormen, 
dus 3 moet een compensatie geven om de dreigende coalitie te voorkomen. 
De schrijvers redden de oplossing door deze soort compensaties 11 onbehoor-
lijk11 te noemen. 
, 
~ ·-: '1 
\ .:. . .l 
c: ru ·v:1 j 
---------------
J e p~ m0t 3 e lors ens 
'Li.t de :; t 
be an "V(;.l vccl tc,e-
best::: 




.die uit one vecl toerekcn r 2n bestaat. le '1 Cs 1:X :i_) 
. .,,: ,, + '.A 2::: -· C ; I 
c is een vast ge 
Blj dezc oploss 
dat r is dan 
3 -1 • c is een vast 
teer. der spe 
:in G>:ncoa 1:1.ti ' .l.. 
~cen hij voor zich elleen kan 
getal -'i { ::: ( ½ 
_, 
ti met een bed 
, maar niet er het-
t tussen de 
schiedt" blij 
de spe rs minstens -1 
verdee . De r waarop deze 





verd ing, waarbij bei-
wij verder voor een s 1 van 4 rsonen met som nul 
t,nlt:~le oploss 
:3pel: v( B )=0; v(i)= -1; v(1,!t) ; v(i,j,k)=1; v(1,2,3,4)=0 
:iet doel van d:1.t spel is cen coal:ltie van 3 spelers te vormen; zo 1n coali-
tie wint, 
van twee spe 
speler die alleen blij , verlieat. Staan er twee coalities 
elkaar, dan is het 1 "remise 11 • Laat nu de 
npelers 1 en 2 semen besluiten een r anderc spelers over te halen, met 
hen een coal:itie te vormen. Beschouw dan het spel met 3 spelers 
(1,2)=1' 3 en 4. Deze len nu een spel met 3 spelers met 
v(1')=v(1,2)=0; v(3)=-1; v(4)= -1. 
Dit spel is niet gereduceerd; veer het bijbehorende gereduceerde spel is 
v(1 1 )=v(1 1 )-2/3= -2/3; v{3)=v(3)+1/3= -2/3; v(4)=v(4)+1/3= -2/3; }'=2/3. 
0 
De oplossing v1 1s hier 
(1/3,1/3, -2/3) (1/3,-2/3,1/3) (-2/3,1/3,1/3). 
Om tot bet niet geredu~eerde spel te komen moet bij deze toerekeningen 
word en bijgeteld ( +2/3; -1/3; -1/3) 
dan komt (1,0,-1)(1,-1,0)(0,0,0). 
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In dit spel ~et 3 spelers is de eerste speler de coalitie (1,2). Deelt 
deze coalitie gelijk op, dan geeft dit de toerekeningen 
(1/2,1/2,0,-1)(1/2,1/2,-1,o) (o,o,o,o) 
We hadden ook van ecn and ere coali tie c1et!:. ( 1, 2) l{unnen ui tgann; als ver-
moedelijke oplossing ontstaat dan: 
J'=(1/2;1/2;0;-1)+ permutaties 
.j "=(0,0,0,0) 
Om te bewijzen dat dit een oplossing is, zullen we trachten een @_ te 
construeren, die niet door x' of e<.." wordt gedomineerd. Als di t niet 
m0gelijk blijkt te zijn, is nan D2 voldaan. 
We mogen onderstellen f 1 !S:(3 2 f (5 3£ (3 4 omdat een permutatie van de 
spelers de toerekeningen van 0( 1 ender elkaar permutcert en CX:." invariant 
laat • 
• 1. als /3, 1 <.o en /~ 2 <o dan is f;f 11 f---tJ_ 
als (3 1 ~o dan is/3 2 ,.r3 3 ,f-34-,?-0 daar de som nul is, is dan/i=~"· 
dus ;8 1 < 0; /3 2 f 3 f 4 ?- 0 
2. als (3 2 <' 1/2 en (1 3 t_ 1/2 dan is to,1/2,1/2,-1}t-p. met S=(1,2,3) 
als(3 2 _:)1/2 dan is p3,f 4 )1/2 dus (3 1 ~--3/2 in strijd met /-5''1 ) -1 
dus ,P 1< O; 0 :::/ 2 <.1/2; /3 3 ~1/2; /5' 4~ 1/2 
3. San is in ieder geval 1;· 2 +/:J3+13 4 ~1 dus / 1 ~-1 maar;<\j-1 
Di t kan alleen als ;J1=1 dus /3 2 + /~ 3 + ;3 4=1; 132=0; /l3= /3 4=1/2 
dus (!_ =(-1,0,1/2,.1/2) ecn der :c.'. 
Aan D1 is ook voldaan: 
cx'.'=~1/2;1/2;0,-1} domineert niet ~"=(0,0,0,0) omdat (1,2) voor ~ 
.niet effectief is. 
c)_ 1 1 +rx21 =1 terwijl v(1,2)=0 
,Zelfs is ook een oplossing: ~ '=(~, ~ ,O,-u)+ perm. u,> 2/3, us 1, 
."\/. 11=(0,0,0.,0). We trachten eerst weer een f, te vinden, die niet door 
- ~ 
een o<. gedomineerd wordt. 
We mogen weer onderstellen f 1 .f /'J 2 ~ (3 3 s /3 4 
1, als /,1 < 0 1/n / 2 <o dan is f?:!:"E::::-·{i als /3 1)0 dan is f 2 ,!33 ,;5 4~o 
dus /?_ = t>'- dus / 11.. O; p2 , f 3, f 4 ~ o 
2 ·• als /3 / u , A / u d ( u u ) '--- A ( ) ;- 2 , 6 en 1- 3 .._ ~ an is 0,"2"., ~.,-u ~ c;:. met S= 1,2,3 
als f 2 ~ 2 dan is f 3 , ;94 >R dus /3 1 ~- 3~\:'.-1 daar u)2/3 
dus /3 1 ( 0; 0 ~ f 2 I.. ~; /'3 3~ 2; (3 ~ ~-
3. dan is in ieder 
als f 1 t.. -u dan 
als. / 1==. -u dan 
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Bij bovenstaande oplossing delen de spelers van de winnende coalitie niet 
gelijk op. Een oplossing, waarbij dit wel het geval is, moet bevatten 
fll CX: =(1/3j1/3,1/3:i-1)+ perm. Deze blijken geen oplossing te vormen. Zij 
vormen een deel van de oplossing 
:x"' =( 1/3, 1/3, 1/3 J -1) + perm.; o< !_v =( 1/3, 1/3 :- -1/3, -1/3) +perm. 
Tracht weer een 1] te construeren., die niet door c;. 111 en ex IV wordt ge-
t.:- - -
domineerd. We mogen aannemen 
61 _< 1/J 2 <~ /3 3 .<::: !) 4 I - ,..,_ 1 --. r 
: ' I ., 
1 • d a a r (3 1 + P 2 + 1B 3 + /3 4 =0 j_ s z eke r f '1 !;._ 0 
2. als 0 1 1 <-1/3; /J 2 <+1/3 is (-1/3,1/3,1/3j-1/3)c:--;}__ 
als ;31 <-1/3; ~2)1/3 dan ook /J3:i 84)1/3 dus /6'2+f 3+l21-)1 'dus f :1 f -1, maar dan is f 1=1, / 2= f 3=) 4=1/3; zodat moet ge1den ;J 1 -;::?-1/3 
~- 3 a . a 1 s -1 /3 .( 6 .,, < O ; t3 2 L'.. 1 / 3 ; i:; 3 < 1 / 3 d an ( 1 / 3 , 1 / 3 :i "1 / 3 :; -1 ) ~ 8 II -/ 1-· I I F-
3b. nls -1/3 ~-;8 1 !::.:O; p 2 < 1/3; ;.s1 3 ~1/3 dan is ook j24~1/3,j91 +;8 3+p4) 
(] 2 ~ -1/3, maar dan ook /3 ~-$ -1/3, dus p 1=-1/3,1Y 2=-1/3; ,6' 3==1/3.;6'4· I I I ' I =1 3, zodat moet gelden: -1 3.~· / 1i- 0 :, /5 3 .;:,1 3. 
4. als -~(3-~ 13 1 s O; /3 2 ~ 1/3 dan ook ;J 3 , f 4 '.;?, 1/3 j dus ,fi 1,s -1 in strijd 
met /i 1 .). -1/3. 
Bet_al~emene_spel_met_n_spelers. 
In het algemene spel m8t n spelers I wordt aan de functies J,tk( C:1, ••• , Zn 
-- die de winst voor de spelers aangeven -geen enkele beperking opgelegd. 
De definitie van karakteristieke functie berustte echter op een max.min. 
eigenschap. Wat een coalitie S won, moesten de tegenstanders verliezen. 
~ Om bij het algemene spel deze theorie te kunnen toepassen, wordt gebruik 
gemaakt van een kunstgreepj nl. het invoeren van een fictiexe (n+1)ste 
speler, waarvan de winst gegeven wordt door.1.f-. ,,, ( l 1 .,, [ )== ;~--:1<: ( [.,, .. T ) ll+., n --.. ·· · .<. , n 
Het algemene spel met n spelers I wordt op deze wijze ui t~e-~reid tot een 
spel r~ met (n+1) spelers en som nul. Op f' kan nu de hele vroegere 
theorie warden toegepast en we moeten nagaan in hoeverre en op welke 
wijze de resultaten daarvan op r kunnen worden overgebracht. Daarbij 
moet voortdurend in het oog worden gehouden, dat de (n+1)ste speler geen 
echte speler is, maar een fie tie. We zullen hem daarom 11 de geest 11 noemen. 
In de eerste plaats heeft de geest geen zetten in bet spel en geen stra-
tegieen •. Deze eigenschap heeft hij gemeen met de bankhouder bij roulette 
die zelfs een bevoorrechte speler is. Hoewel de geest dus geen invloed 
-x 
kan uitoefenen op de gang van bet spel l · zelf, blijkt hij toch een vol-
waardige partner in coalities te zijn, zoals uit het volgende voorbeeld 
blijkt. 
I!1 een algemeen spel met 2 spelers hebben de spelers de keus tussen: 
1. snmenw.::!'ken, 





--r~) dt b 1 j \1 ._ l wr.1r . cpaa ... 
', '- 0 
··, .. 














,i _/') • l,, ..,,. _, \ran 
'i. t -- ) 
_,• •3 \ L, 1 ' ..,,.. 2 
1 /1') ,i I'"\ 
-
,., 
/ t..~ ! / 1.:: I 
-1 -1 2 
.. ·1 
··1 2 
-1 -1 2 
V(1)= -1 ~vcnzo V{2)= -1. 
We kunnen terloops 0pmcrkcn, dat v(1) uitslu2tend bepaald wordt door 
.?1 ( r 1 , T2 ), de winst van dt::: tec;.Jnotandcr wor·::lt door de ke1.11;cj• __ _,{ ~· 1 ,7 2 ) 
~lcrbij Rangepast. v(3) ward~ bcpnald uit hct schemP 
I 1 1 2 c, 1 
{. 2 
i 1 2 1 
! 
' )~~ ( - 7) 1 2 ·, 2 ,/ f ; __ 2, ; 1 J• r ' 
,J • 





~e g0est haeft g£en ~~us, du tegenstand0rs 
klLZt:Il hc:t min..i.murn v(3)= -1. 
~ I ~is ecn g0w~on g0reduc0erd sp~l van 3 spclcrs en som nul, waarvoor 
, i-"'.:. l (-, Cl • !"'f' V l ~ C! • 
,_ Op.vSolDb -~• 
I I 1 /2 A /ri '1 ) ~ ::::\ I , I ,c:.,- 1 
~ 11 :::: ( 1 / 2 > --1 , 1 / 2 ) 
~ m= ( - 'l , '1 / 2 , 1 ,/ 2 ) 
Bij ··>, 11 C:n :; .... 111 r;ecft a"~ geest cen der ::tndere spcl0rs een compensatie 
3/2 om de coalitit: van d,~ .:.:,chte ~=pch:r:: tc voot'k)mcn. 
We zull~n later zicn, dat ni~t uit alle oplossing0n van r~ oplossingen 
voor r volg,.:::n. Ik: oplossing van I)'., die de oplc-ssing voor r ge;eft, is 
de: 11afkoopoplossingu ( cr' 1 o.: 2 ,c)~ en dan nog alleen voor c= -1. 
De n spelers, die I- spelen, vormcn de verza.meling I =(1,2J .•• ,n) o 
De (n+1) spelers., die r"'spelen, vormcn de verzamcling I"=(1,2.~n,n+1) 
Van r~.,. kunncn op de bekende w:ljZ8 knrakter:tstiE:ke functies v ,.,_ worde:n 
berekend. De karakteristieke funct"les v van 1~ voor eon grocp spelers 
Sc I wor,ot gelijkgcstcld a"in d.a kara1,cteristieke functic van S in r-"' 
v{S)=v"(s) voor s '- I. 
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De karakteristiel:e functies van r ,c .voldoen ann 
A1 v,c( 9 )=0; A2: v,...(S)+v"(I"-S)=O; A3: v"(S)+v•{T)~ v"'(SvT) S'\Tmd 
A1 en A3 kunnen onveranderd uordcn 0vergoncmen, vcorzover Sen T beide 
deelverznmel1ngcn va~ I z1Jn. 
E1 v(f) )=0; E3 :v(S)+v(T) fv(SvT) voor S,,.,,T= tl;ScI., T<.I 
Daar S 6f I~-S niet tot I bwhoren, vervalt A2. 
Wel kan A3 warden gespecialiseerd tot v(S)+v(I-S)_fv(I). Omgekeerd geldt, 
dat bij iedere functi~ v(S) gedefinieerd op de deelverzamelingen van I, 
die voldoet aan E1 en E3, ecn algemeen spel met n spelers kan worden 
gf::!vonden, dat v(S) als karakterlstiake functie heeft. Wordt v(S) met be-
hulp van A3 ui tgebreid tot alle deel verzamelingen van I ,._ , drm kan het 
bov~~gevonden spel·met cen geest ~orden uitgebreid, zodat de uitgebreide 
v(S) kari.kteristieke functie ervan is. Dit heeft een merkwa~rdige contie-
1 q'..umtic. Ga uit v~.!i een spel r'met (n+1) spel0rs en som nul, waarbij 
de functies J~K( f 1 •.. "C 1 ) alle ( n+1) variabelen bevatten ; bepaal de n+ • 
karakteristieke functies v'(S) van r . Laat alle v'(S) weg, waarbij S 
de speler 1 bevat, dan ontstaat een stel functies, die aan E1 en E: 
voldoen; construeer daarbij een algemeen spel met n spelers r en breid 
dit op bovenhE::noemde wijze uit met een geest tot (;, , dan hebben r, en 
r" dezelfde karakteristieke functies, terwijl am der spelers van I, 
in een geest is verand~ra. 
Een toerekening ~ = \ ,ex1 .•• o< \j van r bestaat uit de eerste n ele-
J' n r)C. 
menten van een toerekening ~ =( ex 1 ..• ex. +1) van n , de dubbele haken 
n -dienen om er op te wijzen, dat niet gteist wordt L.. v<i =0 
~ i=1 
Bij een toerekening in I horen de eisen .xi ~v""(i} 1=1 .•. n+1 
• Voor 1=1 ••• n worden deze eenvoud;g overgenoman. 
i=n+1 geeft ex n+1 .~vi( (n+-1) of L().~--~ vi«(1,2 .•• n)=v(I} dus: 1=1 -
De som van wat alle spelers krijgen, mag niet groter zijn dan hetgeen 
door voll~dige samenwerking bereikt kan warden. Teveel geschenken van 
buitenaf maakt dat de spelers d~ belangstelling voor het spel verliezen. 
Domineren ~ t:-- ~ wil in r)I zeggen, dat er een verzameling S uit I,... be-
staat, zodat 
en c,(i >(3 1 voor i t:- S 
Bevat S de geest niet, dan kunnen deze eisen onveranoerd warden overge-
nomen. Bevat S de geest wel, dus (n+1)i::. S, dan is S=(n+1)vT dus 
I• -S=I--T C:: I • 
Dan is ~---.. x· 1= - L ,X; ~ -vi<(S)=vll'(I;,,-S)==v><(I-T)=v(I-T) dus 
iE (I-T) 1-::- S ..1. 
. ~ ~ '.,)v(I-T) ... F1 
o<:'i· >f 1 wordt weer overgenomen voor i,'(n+1); voor i=n+1 
wordt dit ~ C>(~r= 
1=1 .,. · 
f, F 
/
1..J -,~ Iii ( • '_") <$ J~ ,_ 
F1 drukt uit, dnt de tP~1:n,t~~jers VPr de r~~ 11tie T de p1~nnen vAn deza 
coi:> 1 itie niet kunnen blo1d-::eren., r:1d~t ·die tt:,;;ens:-,'ln::h:::.•~3 m1natcns z::;vcel 
:r.rijgen rl.s zc c:p ei.i:,.·n '.-u•:""•t:r·t ;:·1,,·""•'"' \"('~''''°·'·•"(··"' ,., -'1~•1•i.~t ,-;t ct~t --1 8 
-- ,. ., ' , ___ .t,;,1..~,.·· 'II', c. ,•11-.,.,,i. '\> .. 11. ,...,.r., U.,L', .. ,....., ,A,i.. .. , U ,_,J """' 
,:;. 
t:.. en e o"' J~ ·l t i e "' 1 ·' -~ "' "' " ·1 •· • · 1 b .. d 
• i-1. , L,.cJi, ,t ,d ,.,,J.C w1 ver e ... er-en, it voor bet geheel nadelig js. 
De hier in r• beschouwde coalitie bevat echter de geest, die dus ale 
een mogelijke. partner in een c0alitie wordt beschouwd. Dit moet worden 
voorkomen, dat bEte1::ent dat in r" slechts verzarr.elingen u1t I mogen 
warden gekozen, cm de relat1e van domineren te bewijzen. Ve~zemelingen, 
die de geest beva tten, komen daa rvoor niet in aanrnerl{ing. Hiermee i~ r1e 
g~est van alle invlced op het spel uitgesloten. 
Deze eis heeft tot gevolg, dat voor alle toerekeningen van P.en oplos&in:; 
I VRn r" nu geldt: 
n 
cl +,.=v.><(n+1) m.a.w. 2··· C)(• --=v(1,2 •• ,n) 
n I f,;,1 .. 




Lant tx' =( rx 1 ... \ n+1) tot een oplossing V van i behoren en 
2y::.( +-1> v"(n+1) a.ls e<,"'+"-v"(n+1)=£. -construeer dan 
. ~ n 1 " • ,. 1 ;, _,._ 
.
Lri =(O<,.+ ~, ••• 0>,,,.,+-n,e; ,,:,:_ +,, -~) dan is I<~~ met S=(1., ... ,n) en 
:n I n·· u ! n 1 ;;.-, 
L 81 = ;··O<,_ r S- =v(1,2 ••• rj1.). Dus kan _/[. niet in V liggen. Er moet dus 
::.=1 ' i=1 -' 
een cf,. €: V ziJn met G-~>< 'b- (J_ ~. Laat dit gebeuren dcor een verzameling 
• T., dan is vocr ,.1 ~ T: >< di'> (31 maar ,/31)CX~ (i=1 ... n) dus a i >ext voor 
i:: T d. w. z. J_ E-- c_s wat niet kan, daar be ide tot V behoren. De oplos-
sAngen van r bestaan dus uit toerekeningen D( =((c.i< 1 •.• 0<n) met 
}-~ 0( i =V ( 1 ... n) 
1=1 
Strategische aequlvalentie. Twee algemene spelen zijn strRtegisch aequi-
valent als tussen hun opbrengsten 1:? k( [ 1 · .. r n) en b\k I ( r 1 · .• r n) 
de relaties bestaan 
· 0 0 
met d k onafhenkelijk van l 1 .•• 1.. n .Aan de ti:onstanten cx:-·k wordt nu 
geen enkele restrictie opgelegd. 
V'Oor de karakteristieke functies geldt dan v 1 (S )=v (S) + ?.- . ·· D(k O .Hiermee 
1{ c. S 
kunnen weer gereduceerde karakteristieke functies warden gedefinieerd 
d oar de eisen 
V ( i ) =V ( i ) + 0<' i O = - 0 
(Deze komt in de plaats 
n 
(1=1 •.• t;i.) en v(1 .. .,n)+,5 C•(~ 
~i-1 J 
van de vroegere eie L ~ =0 
i=1 




'.h~v(1)-v(I)= -n/; ({ = H v(I)- t;v(1)ho;»<1°= -v(1)-(r 
Bij een niet essenti@el spel is / :0, bij een ess1ntilel spel is f) 0 
Net als spelen net som nul kan nu weer warden a.fgeleid de relatie 
-P/S v(S}S(n-p)o 
voor p=O en p=1 geldt -p O =v(S) 
a.ls Sp elementen heeft 
II s p II ti 
a.ls p=n geldt v(1,2 .•. n)=(n-n) 0 =0. 
Voor spelen met som nul gold bovendien nog voor p=n-1 de gelijkheid 
v( S )= J als S t~n-1) elementen heeft. 
Deze relatie geldt hier niet. Daaruit volgt dater een essenti~el alge-
meen spel bestaat met 2 spelers, nl. 
V ( 1 ) =V ( 2) = - 0 v(1,2)=0 
.]let algemene spel met 3 spelers heeft nu vele mogelijkheden 
v( 1 }=v( 2 )=v(3 )= - 0 
v(2,3)=a1; v(1,3)=a2; v(1,2)=a3 
v(1,2,3)=0 
2E!~~~!~~-!2~E-~~~-~!~~~~~~-~E~!-~~~-g-~E~!~r~-
We beschouwen het spel in de niet cereduceerde vorm. Alle toerekeningen 
moeten voldoen aan 
:X 1 )_ V ( 1) ; ,:;.,' 2~ V ( 2) ; .:X 1 + •X 2 £ V ( 1, 2) 
terwijl de toerekeningen van een oplossing bovendien nog moeten voldoen 
aan 0< 1+<x 2=v(1,2). 
Als v(1)+v(2)=v(1,2) bestaat de oplossing uit de enige toerekening 
~ ti.=(v(1),v(2)); het spel is niet essentigel. 
Als v(1)+v(2)<.v(1,2) dan bestaat de oµossing uit alle toerekeningen 
( ()( . .' 1 o< 2 ) die aan bovenstaande voorwaarden voldoen. 
Economische interpretatie. 
-------------------------
I heeft een ondeelbaar goed, dat hij u waard acht en biedt dit aan II 
aan, die het v waard acht; u f v. 
Komt de transactie niet tot stand, dan bezit I de waarde u en II de 
waarde o. Komt de transactie tot stand tegen een P.rijs p, u~p ~v dan 
krijgt I de waarde pen II de waarde v-p (1= geen transactie> 2=wel 
transactie). 
v(1) volgt uit 
·'t u u v(1)=u 
,~. 
,,. 
·cf ju p 
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v(2) volgt uit 'X' . . . : 
1. ,Iii l ' I ( ~, 1 l 2 1 
. _?__+-~ 
1 I ~--t·iY 2 0 •V·-P , 
I • : 
v(2)=0 




-·· ____ __._ _ __,_ _______ ~ 
v(1.,,2)=v 
1. Als U=v is het spel niet essenti~el. 
Dan is ook U=f•'· 
De enige toerekening (u.,,O) kan ool{ warden geschreven (p,v-p). 
De theorie kan niet uitmaken of de transactie al dan niet tot stand 
l 11 komt. 
' 
2. Als u(._ v bestaat de oplossing uit alle toerekeningen (p,v-p), met 
uf P; p ~ v; de transactie kan tot stand komen tegen iedere prijs, 
die tussen u en v in ligt. 
